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Introduccion:

En este trabajo se desarrollan temas de la fisica contempordnea y algunas cone-
xiones con la ingenieria que han favorecido su desarrollo reciente. Estos temas se
abordan siguiendo su evolucion a lo largo de la historia, desde los principios de la
mecdanica y el electromagnetismo, hasta los mds recientes ligados de la relatividad.

Introducimos los temas hablando inicialmente del espacio-tiempo y del universo,
siendo algunos conceptos no tan intuitivos, lo que permite afrontar los temas poste-
riormente con mayor fluidez.

Presentamos los comienzos de la mecdnica newtoniana y el movimiento de los
cuerpos celestes sequn las leyes de Kepler, incluyendo el principio de minima accion
que nos permite describir el comportamiento dinamico de las particulas para llegar al
desarrollo de Euler Lagrange de modo de disponer del formalismo bdsico.

Presentamos los comienzos de la teoria de la relatividad a partir de la concepcion
de Galileo y, usando las transformaciones de Lorentz, continuamos con los postulados
y el desarrollo introducido de la relatividad especial de Finstein. Estudiamos, enton-
ces, la dindmica relativista, la equivalencia entre masa y energia, el formalismo de
cuadrivectores, cantidades conservadas y algunos conceptos de simetrias. Se deja de
hablar del espacio y del tiempo como entidades separadas y se pondrd de manifiesto
como ambos estaran destinados a vivir en una unica realidad, el espacio-tiempo.

Luego mencionamos algunas ideas de la cosmologia y del universo, lo que nos per-
mite, tras un pequeno apéndice matemdtico, afrontar alguna de las ideas centrales de
la teoria de la Relatividad General en donde estudiamos, ademds, variedades, cur-
vaturas, el tensor de energia-impulso, el tensor de Riemann y Ricci, los simbolos
de Christoffel y las ecuaciones del campo de Finstein haciendo, posteriormente, una
aprozimacion no relativista volviendo al punto de partida y, en dltima instancia, se in-
troduce el concepto de constante cosmologica en las ecuaciones del campo de Finstein.

Finalmente, mencionamos el impacto de la fisica contempordnea en la ingenieria
explicando cuestiones que tienen que ver con la propagacion de ondas y transmision
de informacion mediante satélites y la importancia que tiene la Relatividad Especial
y General sobre estas cuestiones, en particular las correcciones sobre el GPS.

A modo de suavizar los conceptos utilizados y terminologias, incluimos un glosario
para facilitar la lectura y, como corolario de esta presentacion se incluyen los comen-
tarios recibidos de ingenieros y estudiantes de ingenieria que tuvieron acceso al texto
de la tesis como asi también el cuestionario que se les propuso a fin de evaluar la
comprension que pudieron adquirir de todos los conceptos expuestos.
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Capitulo 1

Espacio-Tiempos, Universo y Simetria

“LLAS ECUACIONES DE LA FISICA SON
COMO LOS POEMAS DE LA NATURALEZA.
SON CORTAS Y ESTAN ORGANIZADAS

DE A ACUERDO A CIERTOS PRINCIPIOS,

Y LAS MAS BELLAS TRANSMITEN LAS
SIMETRIAS OCULTAS DE LA NATURALEZA.”
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1.1. Lectura preliminar

1.1.1. Espacio-Tiempo

El espacio-tiempo constituye el escenario donde ocurren los fenémenos de la Natu-
raleza. Se trata de la base de toda descripcion fisica. Arthur Eddington (1882-1944)
se propuso llevar a cabo un experimento para estudiar el cielo durante el eclipse solar
que ocurri6 el 19 de mayo del 1919. Su propuesta era verificar las ideas contenidas
en la Teoria General de la Relatividad de Albert Einstein (1879-1955) que habia sido
presentada en su forma final en 1915. La experiencia consistia en estudiar imégenes
del cielo, detrés del sol durante el eclipse, tomando fotografias en dos puntos cercanos
al ecuador para aumentar la precision. Cuando finalmente se pudieron estudiar las
imagenes, se consigui6 confirmar que la Teoria de la Relatividad era correcta.

Ese hecho constituye un hito fundamental en la evolucion de las ideas fisicas y filo-
soficas, ya que a partir de esta observacion, la nocién de tiempo absoluto que habia
acompanado a la humanidad por méas de cinco mil anos, comenzaba a desaparecer,
debia desaparecer. Detras de las ideas de la relatividad formulada por Eintein esta
implicito el hecho de que el espacio y el tiempo dejan de ser entidades independientes.
Desaparecen como magnitudes fisicas individuales para conformar una nueva entidad:
el espacio-tiempo. El matemético Hermann Minkowsky (1864-1909), creador de una
geometria ligada a los requerimientos de la relatividad en lo referente a tratar conjun-
tamente espacio y tiempo escribié en 1909: “a partir de ahora el espacio en si mismo
y el tiempo en si mismo se hunden por completo en las sombras y s6lo una unién de
ambos conserva una nueva existencia propia’.

El espacio se entiende entonces como un lugar en el cual podemos ordenar los objetos.
Resulta claro que para hablar de espacio se necesita primero incorporar y aceptar la
idea de objeto material, que es un concepto previo. Las leyes que rigen las relaciones
posibles entre cuerpos materiales, es lo que nos va a enseniar cual es la estructura del
espacio.

Admitimos que los razonamientos y las imagenes que podemos construir de este espa-
cio son afirmaciones verdaderas, lo cual no es evidente. Le damos contenido objetivo,
como si existiese realmente. A partir de este a priori del espacio que tenemos cons-
truido en la esfera del pensamiento, surgen las entidades de punto, recta y plano.
Mencionamos de inmediato que la idea de punto no es trivial. La idea de punto lleva
a admitir que uno es capaz de referirse a un lugar en el espacio que no ocupa espacio.
La idea de recta en cuanto una asociacion de puntos que se extiende indefinidamente,
tampoco es trivial ya que incluye la nocién de indefinido o infinito. Lo mismo vale,
por supuesto, para el concepto de plano. Estas ideas no son para nada intuitivas en
cuanto a su posibilidad de ligarlas a la experiencia cotidiana.

1.1. LECTURA PRELIMINAR
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La idea de tiempo tiene que ver con un orden sucesivo, con una secuencia. Nuestras
experiencias estan ordenadas una luego de la otra. Este orden secuencial es la idea
mas elemental de tiempo. Es decir, si realizamos una experiencia en un determinado
momento como puede ser el analisis de un movimiento o alguna percepcion, se esta
experimentando lo que es el ahora, en este instante. Digamos que se esta tomando
contacto con el mundo externo, con los objetos, en un dado instante. Pero, a partir
de la memoria, se pueden recordar experiencias anteriores y armar de esa manera
una secuencia donde hay experiencias previas, esta el presente y habra experiencias
posteriores. Se percibe como si el tiempo fuese un continuo que fluye ordenando to-
das las secuencias de experiencias. Ademaés tiene caracter unidimensional y de alguna
manera es la variable que ordena el cambio.

Pasamos ahora a recorrer los conceptos de la Teoria de la Relatividad a partir del
analisis sobre qué entendemos por relatividad en relacion con las ideas de referencia.
Cuando decimos que algo esté situado a la derecha o a la izquierda, no transmitimos
informacion ya que la respuesta es un concepto relativo a nuestra ubicacion. La misma
situacion se presenta con la condiciéon de arriba y abajo. Es un concepto relativo. En
este tltimo caso debemos recordar que antes de Colon, no habia dudas al respecto ya
que la Tierra era considerada plana. Mas atin, preguntar dénde se encuentra un objeto
y no decir nada mas carece de sentido. Es imprescindible en todos los casos agregar
la informacién respecto de. También podemos preguntarnos si el movimiento enten-
dido como cambio de posiciéon cuando transcurre e tiempo, es un concepto absoluto.
Es nuevamente una pregunta sin respuesta porque esta mal formulada. Més atn, no
podemos siquiera asegurar sin més que una trayectoria es cerrada o abierta. También
nos podriamos preguntar si es posible hablar de reposo. Estamos conscientes de que
la aplicacion de fuerzas en general causa movimiento (en realidad cambios del estado
de movimiento). Supongamos entonces que sobre un cuerpo no acttian fuerzas. ;Se-
ra que es posible observarlo en reposo, en lo que llamariamos el laboratorio en reposo?.

En general, las propiedades del movimiento observadas en otro laboratorio que se
mueve respecto del original, difieren del reposo. Sin embargo, si el movimiento de un
laboratorio respecto de otro es uniforme (con velocidad constante) las leyes del mo-
vimiento seran las mismas. La idea de reposo de Galileo como asi también el estado
natural de los cuerpos (atribuida a Aristoteles) parece perderse definitivamente. Esta
es una propiedad asombrosa de los laboratorios que se mueven unos respecto de otros
con movimiento rectilineo y uniforme. Cada miembro de este conjunto de laboratorios
resultan equivalentes para la descripcion del movimiento de los cuerpos. Su impor-
tancia reside en el hecho que ellos no influyen en la conducta fisica de los cuerpos en
movimiento. En ellos las leyes del movimiento toman la forma mas simple, esto hace
la aparicion una de las mas importantes leyes de la Naturaleza. Es el Principio de
Relatividad del Movimiento de Galileo.

1.1. LECTURA PRELIMINAR



CAPITULO 1. ESPACIO-TIEMPOS, UNIVERSO Y SIMETRIA 12

El movimiento descrito en cualquier sistema inercial esta regido por las mismas
leyes. Las ideas del espacio y de tiempo se relacionan cuando se incorpora el analisis
del movimiento de los cuerpos. Al estudiar el movimiento se toma al espacio como
base de descripcion, pues los cuerpos al moverse cambian de posicion en ese espacio y
lo hacen durante el transcurso del tiempo. Aparece entonces la idea clara de espacio y
de tiempo, dando lugar al escenario donde ocurren estos procesos de cambio. Cuando
se describen estas experiencias, se lo hace a partir de la idea de espacio y de tiempo
heredada de la cultura griega: un espacio plano tal como se conocia desde Euclides.
En ese espacio se ubican los objetos y se los acompatia de un reloj que marca el tiempo
definiendo una secuencia absoluta comun a cualquiera de los observadores posibles.
Con esos elementos se describen los movimientos de los cuerpos. Asi, primero Galileo
Galilei (1564-1642) y luego Isaac Newton (1643-1727) establecen las leyes fisicas de la
Mecénica. De esas leyes queremos recordar la de aditividad de las velocidades. Esta
ensena como se suman las velocidades de moéviles que se mueven a su vez respecto
de otros moéviles. Recordamos el caso del bote que recorre un rio mientras el pasajero
camina sobre el bote. La persona que observa desde la orilla va a percibir que el
pasajero del bote se esta moviendo con una velocidad que es la suma de la velocidad
del bote respecto de la orilla mas la velocidad con que aquél se desplaza sobre el
bote. Esto es evidente pues la distancia total recorrida por el pasajero vista por el
observador desde tierra, es la suma de la distancia que recorri6 el bote més la que el
pasajero caminé sobre el bote, todo ello en el mismo lapso de tiempo. Pero cuidado,
esta conclusion surge de presuponer que el tiempo que transcurre para el hombre que
esta en el bote es exactamente el mismo que el del observador en tierra. Es decir, que
hay una nocién de tiempo absoluto que rige la evolucién en el Universo de manera
idéntica para todos los observadores, independientemente del estado de movimiento.
Esta idea sobrevivio hasta fines del siglo XIX, cuando aparece un conflicto en el es-
tudio del comportamiento de la luz.

Tradicionalmente la luz era considerada como un fenémeno de propagacion instan-
tanea. Recién, alrededor del anol1700, los cientificos se dieron cuenta de que un rayo
luminoso tardaba un cierto tiempo en llegar de la fuente al objeto iluminado. Comen-
z6 entonces la preocupacion por describir con mayor precision el fenémeno luminoso
y determinar como esta constituida la luz, sobre qué medio se mueve, qué caracte-
risticas tiene, etc. A fin de encontrar respuestas a estos interrogantes se realizaron
una serie de experimentos. Uno de ellos, de Albert Michelson (1852-1931) y Edward
Morley (1838-1923), de fines del siglo XIX, indagaba acerca del soporte sobre el cual
la luz se movia e intentaba caracterizar el llamado éter. El resultado fue sorprendente,
la luz se propaga con la misma velocidad en cualquier sistema de referencia inercial.
A diferencia de lo que pasa cuando un hombre camina en un bote, donde su velocidad
cambia si se la mide desde el bote o desde la orilla. Para el que observa en el bote
o para el que observa en tierra, la velocidad es ciertamente diferente. A la luz no

1.1. LECTURA PRELIMINAR
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le ocurre esto. El resultado experimental fue que su velocidad de propagacion es la
misma, cualquiera sea el sistema de referencia o el estado de movimiento de la fuente.

El anélisis tedrico de los resultados de Michelson y Morley realizado por Albert
Einstein (1879-1955) en 1905 condujo a que la velocidad de la luz es constante, inde-
pendientemente del observador. La consecuencia inmediata de esta propiedad es la no
existencia del éter. De existir este éter, el movimiento relativo de los observadores res-
pecto del mismo cambiaria la velocidad resultante de la luz. Debido a esta propiedad
de la luz, las leyes de movimiento y de la fisica en general, debian ser modificadas.
Dichas leyes son diferentes a las expresadas por Newton. El tiempo no es absoluto.
En efecto, un tiempo absoluto, igual para todo observador, no es compatible con la
constancia de la velocidad de la luz.

La construccion de la Teoria de la Relatividad especial postula la equivalencia entre
sistemas inerciales en cuanto a las leyes de movimiento, asumiendo que la velocidad
de la luz es la misma en todos ellos. Al ser la velocidad de la luz constante e in-
dependiente del observador, entonces una de las nociones que se debe revisar es la
simultaneidad. La observacion de dos eventos que ocurren simultdneamente, como por
ejemplo la llegada al unisono de dos objetos en caida libre a la tierra, es valida para
un dado observador. Otro observador, en movimiento relativo respecto del anterior,
detectaréd que uno de los objetos llega a tierra después que el otro. No observaré la
llegada simultédnea pues ésta simultaneidad es relativa al observador: El concepto de
simultaneidad no es universal porque no hay un tiempo absoluto.

La experiencia es muy simple: imaginemos un vagéon (muy) largo donde exactamente
en el punto medio hay una fuente de luz que se enciende y emite rayos en todas
direcciones, especialmente hacia la parte trasera y delantera del vagon. Como hemos
entendido a partir de Einstein, la velocidad de la luz es la misma si se dirige hacia la
parte de adelante o hacia la de atras del vagon. Debido a que la fuente esta ubicada
justamente en el medio del vagoén, va a tardar lo mismo en llegar a los dos extremos.
Cuando la luz llega supongamos que excita un sensor fotoeléctrico que, por ejemplo,
abre las puertas del vagon. Entonces un observador que se encuentra parado en el
medio del vagoén va a ver que las dos puertas se abren simultdneamente. Sin embargo,
otro observador, esta vez ubicado sobre tierra, fuera del vagon, vera sin duda que se
enciende la luz y esta empieza a viajar hacia atras y adelante con la misma velocidad;
pero como el tren se mueve, la luz llegara antes a la puerta trasera ya que debera re-
correr menor distancia a la misma velocidad. Por ello el observador externo detectara
que la puerta del frente se abre después que la trasera y no de manera simulténea.

1.1. LECTURA PRELIMINAR
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1.1.2. Universo

El Universo, todo el espacio-tiempo en el que existimos y toda la energia y la ma-
teria en él contenida, ha sido y es motivo de curiosidad central para la humanidad.
Esta inquietud, origen de la actitud cientifica, nos lleva inmediatamente a preguntar-
nos sobre el origen, evolucion, estado actual y destino del mismo. Estas son cuestiones
de siempre, surgidas inevitablemente al contemplar las estrellas y comprender la in-
mensidad del espacio que nos rodea. Ciertamente estas preguntas también se ligan
fuertemente a la filosofia y a la religion. Aqui plantearemos y daremos respuesta a las
preguntas que tienen sentido desde la Ciencia y que tienen, o pueden llegar a tener
en el futuro, respuestas cientificas.

Hagamos primero un breve catalogo con las preguntas mas inmediatas. - jcuan lejos
estan las estrellas? - jel Universo es finito o infinito? - jdonde termina el Universo
si tiene fin? - jes posible detectar esa eventual frontera? - jes eterno? - ;si no lo es,
qué edad tiene? - jel Universo es estatico o crece? - en tal caso, jseguird creciendo
siempre? - jaumenta el nimero de estrellas? - jse preveen cataclismos? - jcual es el
destino final del Universo? ...

La visiéon que el hombre se hizo del Universo a lo largo de la historia, ha tenido siem-
pre un horizonte movil, empujado permanentemente por la curiosidad. Este proceso
puede compararse con la exploraciéon del microcosmos, claro que esta vez en el sentido
de tamanos crecientes. Desde Ptolomeo (~130 a.c.) y por 16 siglos rein6 el geocen-
trismo, ya que la Tierra era considerada el centro del Universo. Estas ideas erréneas
fueron soportadas fuertemente desde la religion y su concepcion del hombre a seme-
janza de un dios. Hace s6lo cinco siglos, Copérnico (1473-1543) sostuvo en cambio
que “cerca del Sol esté el centro del Universo”. Asi naci6 la teoria heliocéntrica del
Universo. Vale recordar que en 1616, el papa Pablo V califico a las ideas copernicanas
como contrarias a las escrituras. Copérnico estaba equivocado, pero fue criticado con
argumentos erroneos.

Hoy nuestra visiéon del Universo ha cambiado nuevamente. Las observaciones experi-
mentales nos han permitido concluir que ni la Tierra ni el Sol poseen una posicion
central. En realidad el Universo carece de centro. Esta afirmacion estéd contenida en
el principio cosmologico que sostiene que en un dado instante, el Universo se presenta
igual a todo observador, cualquiera sea su ubicacion. Disponemos actualmente de te-
lescopios, camaras, espectrografos, sensores satelitales, fotobmetros, etc, que detectan
y analizan la radiaciéon cosmica de diferentes tipos que viajan en el Universo. Estos
instrumentos hacen posible la observacion y determinacion de propiedades de las ga-
laxias y otros objetos estelares distantes.
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Para poder imaginar los tamanos y las distancias en juego en el Universo, debemos
recordar algunas cantidades caracteristicas. Por ejemplo, las distancias a escalas ga-
lacticas y extragalacticas se expresan en anos-luz. Esta es la distancia que recorre la
luz en un ano. Recordando que la velocidad de la luz es cercana a los 300.000 K'm/seg
(trescientos mil kilometros por segundo), se entiende que la luz podria dar siete vuel-
tas a la tierra en un segundo. La distancia Tierra-Sol es del orden de 8 minutos luz
(150.000.000 de kilometros), la estrella mas cercana a la Tierra después del Sol es
Alfa-Centauro que se encuentra a 4 anos-luz de nosotros. Es decir, cuando observa-
mos a esa estrella estamos recibiendo la luz que ella produjo hace 4 anos. Una unidad
también 1til a estas escalas es el parsec = 3, 3 anos-luz.

La Tierra junto al sistema solar se encuentra dentro de una galaxia de tipo espiral
llamada Via Lactea. Esta galaxia contiene estrellas y demas objetos celestes cuya ma-
sa es del orden de cien mil millones de masas solares. Respecto de la Via Lactea vale
la pena recordar la frase de Isaac Asimov: "Esta es la galaxia mas dificil de observar
ya que estamos inmersos en ella, mientras que a las otras galaxias podemos verlas
desde afuera. Ademés estamos lejos del centro de la galaxia, vivimos en un brazo en
espiral lleno de polvo cosmico. En otras palabras, habitamos un departamento bajo
los suburbios de una ciudad sumergida en la polucion”.

Existe un grupo local de galaxias proximas a la Via Lactea. Entre ellas se destacan
las Nubes de Magallanes ubicadas a unos 170.000 anos-luz. Este grupo forma parte
a su vez de un super-grupo local, asociaciéon de grupos de galaxias, con centro en
Virgo, a veinte millones de parsecs de distancia (setenta millones de anos luz). Méas
alla del super-grupo, la materia del Universo se presenta como una gran esponja de
galaxias con vacios de tamanos de alrededor de 100 millones de parsecs y la presencia
de filamentos de materia. Resulta realmente impresionante comprender que hoy so-
mos capaces de observar hasta distancias de tres mil millones de parsecs, esto es diez
mil millones de anos-luz.

El Universo se expande. Hubble en 1920 hizo un descubrimiento fundamental para
la Cosmologia, la disciplina cientifica que se encarga de estudiar al cosmos como un
todo, al detectar el alejamiento mutuo de las galaxias. Hoy sabemos que las 28.000
galaxias cuyo espectro ha sido estudiado (de los 5 millones de galaxias catalogadas)
se alejan todas de todas y lo hacen tanto mas rapido cuanto mas lejos se encuentran.
Hay una relacion lineal entre la velocidad de alejamiento y la distancia a la que se
encuentra la galaxia. Este alejamiento se detecta porque la luz que proviene de cada
galaxia experimenta un corrimiento de frecuencia (de color) hacia el rojo. A partir de
la determinacion del alejamiento de las galaxias se puede retrotraer el tiempo y de
esa manera intentar reconstruir la historia del Universo.
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Es claro entonces que el Universo paso previamente por etapas de mayor y mayor
concentraciéon de materia y de energia. Sobre la hipotesis de homogeneidad e isotro-
pia del Universo y la validez de la ley de Hubble durante toda la evoluciéon temporal,
se puede entender al Universo como un gas en expansion que al hacerlo se enfria.
Inversamente, se puede extrapolar hacia el pasado y de esa manera acercarnos hacia
el estado inicial, cuando todo estaba concentrado. Se produjo entonces el Big-Bang,
la singularidad a partir de la cual comienza la expansion. Las determinaciones expe-
rimentales méas recientes indican que la edad de Universo es del orden de trece mil
setecientos millones (13.700.000.000) de afos. Este dato lo conocemos con una preci-
sion de cien millones de anos.

La fisica del proceso de evolucién es bien conocida a partir de los 10~ (0,000000000001)
segundos posteriores al de la “bola de fuego” primordial . A partir de alli, hemos podi-
do reconstruir la historia del Universo. Entre los 10™*3 segundos y los 10734 segundos
debi6é haber una “sopa” comica formada por particulas elementales altamente ener-
géticas a una temperatura del orden de 107 grados. Hasta 107" de segundos se
produce un rapido crecimiento de la entropia con el consecuente aplanamiento del
espacio, que es llamado periodo inflacionario. En los instantes siguientes, hasta 107°
segundos y a temperaturas del orden de 107 grados se forman los protones y neu-
trones al ligarse los quarks por medio de los gluones. La nucleosintesis o formaciéon de
los niicleos atéomicos livianos ocurre 1 segundo después del Big-Bang, cuando la tem-
peratura ya habia descendido a 10™'° grados. Posteriormente se forman los atomos
cuando los niicleos ligan a tantos electrones como el ntimero de protones que poseen.
En ese momento la materia se hace eléctricamente neutra y por esto la radiacién
electromagnética formada por los fotones, sensible a la carga eléctrica, se desacopla,
evoluciona de manera aislada, y queda entonces como fosil de aquella época. Esta
situacion se produjo 170.000 anos después del Big-Bang cuando “la sopa” ya estaba
tibia.

Trece mil millones de anos mas tarde, en 1965, esa radiacion fosil de fondo fue detec-
tada por Penzias y Wilson. Esta radiacion habia sufrido la expansion del Universo y
el consecuente corrimiento al rojo. Es muy homogénea, sus fluctuaciones son meno-
res a un diez milésimo de su valor. La temperatura caracteristica de la “radiacion de
fondo” como se la llama, es de 2,74 grados (Kelvin). Es claro que para que se produz-
ca la formacion de galaxias, el Universo no pudo ser absolutamente homogéneo. Es
imprescindible la presencia de inhomogeneidades. Desde 1992, primero con el satélite
llamado COBE y recientemente con el WMAP, se han detectado inhomogeneidades
térmicas en el Universo respecto de aquellos 2,74 grados, del orden de 1 parte en 10°,
suficientes como para desequilibrar localmente la atraccion gravitatoria y dar lugar a
concentraciones de materia que terminan formando las galaxias.
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La proxima pregunta que naturalmente podemos hacernos se refiere al destino del
Universo: cuél es su evolucion de aqui en méas. Esta depende criticamente de la densi-
dad de masa en el Universo, o mejor dicho, de la relaciéon entre la densidad de masa del
Universo y la llamada densidad de masa critica. Esta tltima, ligada a la constante de
Hubble, define la situacion futura del Universo. En efecto, si la relacion de densidades
mencionada es mayor que 1, el Universo al evolucionar colapsara a un punto. Si por el
contrario esa relaciéon es menor que 1 se producira una expansioén indefinida. ; Cuénto
vale entonces la relacion de densidades?. Las determinaciones experimentales ligadas
a corrimientos espectrales y la tnica soluciéon natural estable de las ecuaciones de
Einstein indican que la densidad del Universo debe ser muy proxima a la densidad
critica, de modo que la relacion es practicamente 1. En otras palabras, el Universo
es critico ya que las dos fuerzas que compiten, la de expansion originada en el Big
Bang y la de atraccién gravitatoria entre masas, se compensan casi exactamente.
Sin embargo, la densidad de materia visible no supera algunas centésimas de la densi-
dad critica. De modo que falta detectar alrededor del 90 % de la materia del Universo.

Recordando que materia y energia son esencialmente la misma cosa, se ha podido
concluir que alrededor del 70 % de ese faltante, méas que materia oscura (no visible)
es energia oscura (no detectable). Con la relacion de densidades menor o cercana a
1, como parecen indicar las diferentes evidencias que disponemos, el escenario mas
probable para el destino del Universo es el de una expansion eterna. En ese caso la
densidad de materia seguira disminuyendo al disponer la misma cantidad de masa en
un mayor volumen. Consecuentemente el Universo se enfriara, las estrellas se apagaran
y la tnica fuerza activa seré la gravitatoria. La materia terminara en forma de agujeros
negros (concentracion singular elevadisima de materia en regiones espaciales muy
pequenas), otros objetos densos y remanentes de particulas elementales y radiacion
surgidas del colapso gravitatorio. El Sol ya frio, escapara de la Via Lactea y errara
por el Universo arrastrando a la Tierra. El futuro previsible para dentro de unos 10'%°
anos (muchos de verdad...) es la sisteméatica formacion de agujeros negros devorando
materia y de los que escapa solamente la llamada radiacion de Hawking de tipo
térmico, es decir, sin ninguna informacion util.
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1.1.3. Simetria

Las consideraciones de simetria siempre proveyeron a la ciencia de herramientas
poderosas y muy ttiles, méas atn, la simetria se ha transformado hoy en la base de la
formulacion tedrica de las leyes fisicas que rigen las interacciones fundamentales de la
Naturaleza. En lugar de centrar la discusio sobre las “partiiculas elementales” y sus in-
teracciones, hoy deberiamos referirnos en primer lugar a las “simetrias fundamentales”.

La presencia de simetrias implica la imposibilidad de observacion de ciertas magnitu-
des y correspondientemente garantiza leyes de conservacion (magnitudes fisicas que
no cambian con el decurso del tiempo) y reglas de seleccion (que prohiben la reali-
zacion de ciertos procesos). En consecuencia, cuando un, a priori, “no-observable” se
torna realmente observable, estamos en presencia de la violacién, el no cumplimiento
estricto, de la correspondiente simetria, lo que llamamos una asimetria. El significado
original de simetria se relaciona con una relacion de conmensurabilidad. Platéon en
el Timeo dice “aquella conexiéon que con los elementos que conecta produce la mayor
unidad posible y al mismo tiempo genera una proporcion (= simetria) que es la méas
bella”. Esta frase nos indica que simetria estaba, desde sus origenes, ligada al concepto
de armonfia, unidad y belleza.

A poco de andar podemos distinguir entre simetrias geométricas y simetrias fisicas.
Las primeras se refieren a las simetrias de las formas de los objetos en el espacio, en
tanto que el calificativo de fisicas singulariza a aquellas que tienen que ver con las leyes
de la Naturaleza. Una simetria geométrica en el espacio, o mejor, una transformacion
de simetria espacial de un objeto geométrico es, matematicamente hablando, una iso-
metria que lleva al objeto a una situaciéon indistinguible de si mismo, de modo que
el objeto posee una invariancia. Es decir, una operacion que deja al objeto invarian-
te cuando partes de sus componentes iguales son intercambiadas segiin una regla dada.

El conjunto de transformaciones de simetria como las rotaciones, traslaciones o refle-
xiones conforma en cada caso una estructura matemaética llamada grupo, con toda las
implicaciones que esta identificacion conlleva. La definicién de simetrias en términos
de grupos permite imaginar las operaciones no solamente sobre figuras matematicas
sino también sobre objetos abstractos como son las expresiones matematicas.

Por ello, se habla de la presencia de simetrias de las leyes de la Naturaleza, implicando
que podemos hacer algo (una operacion) a una ley fisica, o a nuestra representacion
formal de la ley, sin que se provoquen cambios en la forma de la ley. Es decir, sus
efectos no conducen a alteraciones de la forma matematica que expresa un dado com-
portamiento de la Naturaleza.
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Mas formalmente, una transformacion de simetria de una ley fisica es un cambio
de las variables dinamicas y /o de las coordenadas en términos de las cuales se expresa
la ley, de modo que las ecuaciones correspondientes conservan la forma cuando son
expresadas en las nuevas variables y coordenadas. Asi surge la propiedad de covarian-
cia de las leyes fisicas.

El analisais tedrico de las simetrias en la Fisica, podria partir de clasificarlas ahora
en espacio-temporales e internas. Las primeras se corresponden con transformacio-
nes que operan sobre las coordenadas espacio-temporales -diferentes situaciones de
observacion-, en tanto que las internas afectan solo a las variables dinamicas o a los
operadores -diferentes cualidades de los observables-. En general, estas ultimas no
tienen conexion con el espacio- tiempo y son denominadas globales (la misma en
cualquier punto). Cuando a los parametros que identifican la transformacion interna
se los hace depender del espacio-tiempo, el caso llamado local, la simetria se denomina
de “gauge”.

Para llegar a una comprension fisica de las simetrias y asimetrias, con el correspon-
diente anéalisis de sus consecuencias, vamos a comenzar recordando conceptos bésicos
ligados a las particulas y a sus interacciones. Partiremos del innegable “punto de par-
tida” que nos provee Newton al decir: “Las particulas méas pequenas de la materia
pueden adherirse por atracciones fuertes para componer particulas mayores con una
“virtud” méas débil” (y asi siguiendo...). En la época de Newton la tnica “virtud” cono-
cida era la gravitacional, la que adquiri6é precisamente con el caracter universal. Esta
universalidad incluye también, gracias a Einstein y su ecuacion E = mc?, a la energia
(la luz). Las otras "virtudes” que hoy conocemos con el nombre genérico de cargas,
son la fuerte, la electromagnética y la débil. Ellas no presentan la universalidad de la
gravitatoria ya que poseen gran selectividad. En particular, con referencia a las inter-
acciones fuertes, toda la materia es clasificable en quarks que la sufren y leptones que
no la sienten. La electromagnética nos permite distinguir entre materia eléctricamen-
te cargada y neutra. Finalmente la interaccion débil separa béasicamente la izquierda
de la derecha. Esta selectividad hace natural la introduccion del concepto de carga
que mencionamos, para rotular y cuantificar "virtudes”. Como caracteristicas de las
particulas podemos decir entonces que poseen carga fuerte, electromagnética y débil.
Este concepto de carga tiene ademés importancia desde el punto de vista dindmico
ya que las diferentes fuerzas fisicas estan determinadas por la magnitud de esas cargas.

En otro orden de cosas, la presencia de una simetria esta directamente ligada a una
ley de conservacion, es decir, algo que no cambia cuando evoluciona en el tiempo. Y
una tercera propiedad que emerge de la presencia de una simetria es, como dijimos,
la no observabilidad. De hecho, en la base de todos los principios de simetria subyace
la suposicién de que es imposible observar ciertas cantidades basicas, que amenudo
son llamadas no-observables.
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Hay ciertamente muchos ejemplos, de los cuales mencionamos sélo la indistinguibi-
lidad (no observabilidad de diferencias) de las particulas idénticas ligada a la simetria
de permutacion entre ellas o la condiciéon de no-observable de la velocidad absoluta
relacionada con la simetria Lorentz de la Relatividad. Esta propiedad de no obser-
vabilidad nos indica de inmediato que en muchos casos las asimetrias son necesarias
a fin de comprender la observacion empirica, cuando se da, de los no-observables co-
rrespondientes, garantizados por invariancias.

Podemos ahora coleccionar un conjunto de preguntas que nos ayudan a repensar los
conceptos claves ligados a las simetrias. Comenzamos preguntando a quiénes estan
asociadas las simetrias y nos encontramos con que ellas pueden ser de las ecuacio-
nes que rigen el movimiento, de las condiciones de contorno que especifican dénde
y desde cuédndo evolucionan o de las soluciones de esas ecuaciones. Luego podemos
preguntarnos a qué escala se presentan. Alli responderiamos a escala microscopica o
macroscopica, a bajas o altas energias, a bajas o altas temperaturas, etc.. La pregunta
a qué nivel de descripcion fisica estan presentes, tiene como respuestas el clasico o
el cuéntico. En tanto que si preguntasemos sobre su calidad responderiamos exacta,
aproximada o rota. En este iltimo caso podremos diferenciar entre la ruptura expli-
cita, simetria anémala y la ruptura espontanea o simetria latente.

Analizamos un poco mas estas ultimas posibilidades mencionadas. La ruptura expli-
cita surge de la presencia en el sistema de una parte manifiestamente no invariante.
La ruptura anémala se presenta cuando ciertas simetrias de la teoria a nivel clésico,
no mantienen su presencia cuando la teoria es cuantificada, es decir, cuando se la
adapta al nivel atébmico. De esa manera, aparecen las llamadas anomalias que tienen
consecuencias nefastas, impidiendo la realizacién del proceso formal que da sentido a
las teorias microscopicas.

Finalmente se puede estar en presencia de una ruptura espontanea, o como preferi-
mos decir, que la simetria se manifieste en forma latente, cuando las soluciones fisicas
poseen menor simetria que las ecuaciones de movimiento. Esta situacién esta carac-
terizada por su aparicion esponténea y la pérdida de la simetria no es total ya que
ella queda escondida, o latente, en las ecuaciones. En efecto, las varias soluciones no
simétricas estdn conectadas entre ellas mediante la operacion de simetria. En algtn
sentido, la simetria latente es una manifestacién platénica por cuanto la realidad ob-
servada refleja de manera imperfecta a una “realidad” més simétrica representada por
las ecuaciones.
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Vamos a concentrarnos ahora en las simetrias fisicas ligadas a operaciones discre-
tas. Comenzaremos recordando la paridad P, o reflexion espacial, que establece que el
espacio no tiene orientacion intrinseca y que comiinmente se menciona como simetria
izquierda-derecha. En efecto, existiendo P como simetria, no son observables ni la
derecha ni la izquierda absolutas: el metro patréon mide un metro si lo medimos de
izquierda a derecha o de derecha a izquierda. También Alicia es igual a ambos lados
del espejo.

Ligada a la presencia de antimateria surge la simetria C de conjugacion de la carga.
Debido a esta simetria, “antifisicos” de “antiplanetas” realizando experiencias igua-
les a los fisicos en nuestro planeta deben deducir iguales leyes. La antimanzana del
antiarbol también le produce un chichén a antiNewton. Por ello, si no hay contacto
materia-antimateria resulta a priori imposible saber de qué estamos hechos.

Parece de interés ahondar brevemente sobre este punto recordando que la Mecanica
Cuéntica junto a la Relatividad nos hicieron el regalo de la antimateria: correspon-
diente a cada particula existe una antiparticula. Como ya dijimos, las antiparticulas
poseen igual masa, igual vida media pero cargas opuestas a las particulas.

Finalmente, mencionamos la validez de un teorema fundamental, el teorema CPT
que establece que, bajo condiciones muy generales de simetria (llamada de Lorentz-
Poincaré), dentro del marco de la Mecanica Cuantica Relativista, la simetria producto
de las tres operaciones discretas mencionadas, CPT, que convierte evidentemente es-
tados iniciales de particulas entrantes en estados finales de antiparticulas salientes,
es exacta. En otras palabras, si un sistema pasa de un estado inicial a uno final y
recordamos que C transforma una particula en una antiparticula, P se corresponde
con la inversiéon de la parte espacial del impulso y T implica el intercambio de los
estados inicial y final con la correspondiente inversion del sentido de los vectores de
impulso y espin que caracterizan al estado, concluimos que particulas entrantes son
absolutamente equivalentes a antiparticulas salientes.

Sobre la base de los conceptos introducidos nos referiremos ahora a la problematica
de la materia y la antimateria que puede parafrasearse en la pregunta de por qué
estamos aqui. En principio, los filésofos analizan y ponderan el proyecto humano y
su destino. Los cientificos simplemente quieren saber por qué todo tiene composicion
material. Debemos percibir que, en efecto, esta no es una pregunta trivial ya que a
priori no hay buenas razones para que exista materia.
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En efecto, la bien conocida, y a veces vituperada, ecuaciéon de Einstein E = mc?,

debe leerse diciendo que energia es igual a materia mas antimateria. En efecto, alli
aparece la energia que no tiene rotulos de carga, en tanto, como ya dijimos, la materia
esta caracterizada por esas cargas que la identifican como “virtudes”. Consecuentemen-
te, a partir del Big Bang debemos esperar que en el Universo el nimero de particulas
sea igual al namero de antiparticulas.

Los ingredientes de la "sopa primordial” eran 56 % de quarks-antiquarks, 16 % de
gluones-antigluones, 9% de particulas tipo electrén y positron (leptones cargados),
9% de W y Z, 5% de neutrinos-antineutrinos, 2% de fotones, 2% de gravitones y
1% de bosones de Higgs. El balance materia-antimateria perfecto. Sin embargo, hoy
estamos rodeados solamente de materia y la antimateria aparece sélo producida en
los laboratorios. Vale entonces la pregunta de por qué quedd méas materia o lo que es
equivalente, ;por qué existimos? Una respuesta factible (a lo fisico) parece surgir de la
existencia de violaciones de la simetria fundamental CP. La Naturaleza presenta una
asimetria CP y por ello podemos decir que el mundo hecho de materia es diferente
del mundo hecho de antimateria y entonces sobrevivio en lugar de aniquilarse.

La falta de antimateria estd comprobada a partir de datos de masas galacticas, de la
nucleosintesis primordial (cantidad de deuterio y de helio) y de la radiacién de micro-
ondas de fondo. Esta informaciéon permite concluir que hubo una asimetria bariénica
primordial. Este resultado, unido al hecho de que nuestro Universo es eléctricamente
neutro implica que existan méas electrones que positrones. Sakharov (a fines de los
60’) mostro que es posible generar dindmicamente aquella asimetria barionica de mo-
do que surja de procesos primordiales. A fin de que se produzca la asimetria, la teoria
subyacente debe violar la conservacion del niimero bariénico B, asi como la simetria

Cyla CP.

Pasemos a recorrer ahora el camino de llegada de la asimetria esencial a nuestra
existencia. En los anos cincuenta el estudio de la interaccion débil (radioactividad)
cuyo ejemplo paradigmético es el decaimiento del neutron, mostré que la “virtud”
correspondiente viola la simetria P. En efecto, esta violaciéon es maxima ya que to-
dos los neutrinos son izquierdos y todos los antineutrinos derechos. Pero ademas la
interaccion débil viola C. De modo que no sbélo nos permite distinguir izquierda de
derecha sino también materia de antimateria. A pesar de la presencia de estas asime-
trias pareceria conservarse el producto CP. Esto significa que en un planeta reflejado
en el espejo valdrian las mismas leyes si estuviese hecho de antimateria. Asi, en 1964
se produce la gran conmocién cuando Cronin y Fitch midieron experimentalmente
ciertos decaimientos de particulas inestables que son asimétricos CP.
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Para finalizar, volveremos al mundo macroscopico para insistir sobre la impor-
tancia vital de las asimetrias. En particular, haremos algunos comentarios sobre la
violacion derecha-izquierda. Este aspecto suele llamarse quiralidad y por asociaciéon
no podemos resistirnos a la “militancia cientifica” para mencionar, peyorativamente
esta vez, la palabra quiromancia que etimologicamente desciende del griego (mano y
adivinacion) y significa precisamente “adivinaciéon vana y supersticiosa por las rayas
de la mano”...

Existe una gran cantidad de moléculas llamadas quirales. Ellas aparecen en formas
asimilables a la imagen izquierda que de la derecha que brinda el espejo, o viceversa.
En el caso de moléculas de materia no viva, el nimero de moléculas de una dada
clase asimilables a la derecha es igual al de las izquierdas de la misma clase, en lo
que se llama una mezcla racémica. Por el contrario, la vida “usa una sola mano”. Las
moléculas de la materia viva son homoquirales. Esta es la tinica manera de garantizar
los encuentros moleculares correctos. De hecho, se observa que las proteinas estan
fabricadas s6lo con aminoacidos izquierdos, los que son codificados por ADN helicoi-
dales derechos conteniendo solo azticares derechos.

Es interesante entonces recordar que el electromagnetismo tiene un tratamiento teo-
rico coherente unificado con la interaccion débil, ain cuando hay tres érdenes de
magnitud de diferencia entre sus intensidades relativas. Lo que decimos es que cuan-
do actta el electromagnetismo, también acttia la fuerza débil. Justamente esta tltima
interaccion es asimétrica de paridad: viola P y sus consecuencias son detectables en
los espectros atémicos. En nuestro analisis presente interesa percibir que ella produce
una pequeiia diferencia energética entre molEculas izquierdas y derechas. Esta semi-
lla de asimetrla puede ser luego amplificada por reacciones autocatallticas. En una
reaccion autocatalitica la presencia de una “mano” estimularia entonces su produc-
cion inhibiendo la produccién de su imagen especular. Se trata en algtin sentido de un
mecanismo dinamico similar al sugerido por Sakharov para el origen de la asimetria
materia-antimateria. En muchas reacciones biologicas aparece esta caracteristica y
por ello la biologia provee un amplificador de un eventual exceso de un tipo sobre
otro. Este podria muy bien ser el mecanismo que da lugar a la homoquiralidad.

Habriamos encontrado entonces una huella de la fisica fundamental directamente a
nivel molecular. Nada mejor para terminar que recordar la frase de Louis Pasteur
(circa 1880): “La vida tal como se nos manifiesta es una funcién de la asimetria del
Universo y sus consecuencias ... puedo imaginar que todas las especies vivientes son
primordialmente, en su estructura y en su forma externa, funcién de la asimetria
cosmica’.

1.1. LECTURA PRELIMINAR
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2.1. Leyes de Newton

12 Ley de Newton: Para sistemas inerciales. Todo cuerpo libre tiende a mantener
su estado de movimiento uniforme o de reposo. En este caso nos referimos a sistemas
de referencia inercial.

22 Ley de Newton: La sumatoria de las fuerzas aplicadas sobre un cuerpo es igual
a la masa por la aceleracion que experimenta este cuerpo.

32 Ley de Newton: Toda accion tiene una reaccion. Si se ejerce una fuerza sobre
un cuerpo, este cuerpo ejerce a su vez una fuerza igual en mddulo y direccion pero
en sentido contrario sobre el primero.

La Ley de la gravitaciéon de Newton entre dos cuerpos de masas M y m, es:

LM
F=g=9y

r2
De la 2da Ley de Newton y a partir de la Ley de atraccion gravitacional, tenemos :

M
oy (2.1)

—

m;a =G

r2

Sin embargo la masa aparece con roles muy distintos, por un lado la masa inercial nos
dice cual es la aceleracion que va a tener un cuerpo sobre el cual se esta ejerciendo
una cierta fuerza y por otro lado, la masa gravitatoria que nos dice cuanto va a valer
sobre un cuerpo la fuerza ejercida gravitacionalmente por otro cuerpo, son conceptos
completamente distintas y no tienen porque ser iguales, el hecho de que sean iguales
es algo realmente notable que sorprendié a Newton.

2.2. Leyes de Kepler

12 Ley de Kepler: Todos los planetas se desplazan alrededor del sol describiendo
orbitas elipticas. El sol se encuentra en uno de los focos de la elipse.

22 Ley de Kepler: El radio vector que une un planeta al sol recorre areas iguales
en tiempos iguales.

32 Ley de Kepler: El cuadrado del periodo es directamente proporcional al cubo
de la distancia media al sol.

2.1. LEYES DE NEWTON
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Tomemos la 2° Ley de Newton junto con la expresion (2.1) y definimos un vector 7
como la distancia de un planeta al sol, optaremos por utilizar el sistema de cilindrico

Mm
r
(2.2)

de coordenadas para los cuales tendremos (7,6, k)

7 X
dt
TX7r=0

Como el vector 7y el versor 7 apuntan en la misma direccion, a los efectos del producto

vectorial dicha expresion se terminaré anulando.
(2.3)

d(r" x mu
( o )20 — X mu = L = constante
L dr L
— =TXU=7X — —7Xxdr=—dt
dt m
Si observamos con detenimiento, notamos que el area barrida conforma un triangulo
cuya area la podemos calcular como (rdrsin(f)) /2, por lo tanto, tomando el médulo

3

(2.4)

dA L
dt  2m

de esta expresion :
— 2dA = —dt
m

L
—dt = rdrsin(0)

At

m

En las siguientes imagenes se pone de manifiesto lo dicho en las expresiones anteriores:
Py _

Py

(a) Area barrida en un cierto dt (b) Areas barridas en tiempos iguales
Figura 2.1: 2° Ley de Kepler: El radio vector que une un planeta al sol recorre dreas

iguales en tiempos iguales.

2.2. LEYES DE KEPLER
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Si trabajamos un poco mas con las expresiones y asumimos érbitas circulares:

2
., Mm 9. 2m\ 7 L
ma =G r=mrwr=mr{—| 7

Por lo tanto:

(27T>2 3

2 _
T = Vil (2.5)

Se demuestra en (2.5) que el cuadrado del periodo es directamente proporcional al
cubo de la distancia al sol. Newton se dio cuenta que la masa inercial y gravitatoria
debian ser iguales para garantizar la 3° Ley de Kepler.

2.3. El Principio de Minima Accién

La naturaleza no realiza ningtn trabajo inatilmente y escoge siempre el camino
més breve. Maupertuis, en el ano 1732, formul6 este principio desde el punto de vista
matematico y lo introdujo en la mecanica con el nombre de “Ley de economia de la
naturaleza’.

En el ensayo de Cosmologia Maupertuis escribié: Es éste un principio tan sabio y
tan digno del Ser supremo, en cualquier cambio que se produzca en la naturaleza, la
suma de las acciones gastadas en este cambio serd lo mas pequena posible. Sin em-
bargo, este principio en la mecanica no tiene el significado que Maupertuis le atribuia.

En la exposicion formulada por Lagrange resulta claro que expresa la conserva-
cion no solo del minimo sino también del maximo de acciéon y, por lo tanto, debe ser
considerados de modo relativo y no absoluto. Desde este punto de vista, Hamilton
generaliz6 este principio como “principio de la accién estacionaria” y, segin esta vi-
sion, el principio dice solamente que en cierta clase de fendémenos naturales el proceso
de cambio es tal que alguna magnitud fisica apropiada resulta un extremo (o sea un
minimo o un maximo y que, con mayor frecuencia, resultaria ser un minimo).

2.3.1. Ecuaciones de Euler-Lagrange

Fijado un sistema de coordenadas generalizadas ¢; sobre el espacio de configura-
cion, espacio de todas las posibles posiciones instantianeas de un sistema mecanico, se
tiene que de todas las trayectorias posibles que transcurren entre el instante t; y to,
el sistema escogera aquella que minimice la accion S.

2.3. EL PRINCIPIO DE MINIMA ACCION
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Sl = [ £lao).d 0,00

t1

(2.6)
Donde S le asigna un nimero a cada funcion ¢(t) definida en un intervalo [¢1, to]

» ¢;(t) = Son las coordenadas paramétricas de una trayectoria posible.

» L(qi(t),q;(t),t) = Es la funcién lagrangiana del sistema.

= 0S5 = Variacion del sistema frente a un cambio infinitesimal en la trayectoria

s =i [ (@), @a0)oen0): 1 (0)s dal0)ooiin(1), )t (27)

Pudiendo escribir al conjunto de curvas considerando av << 1 como:

q1(t,a) = q1(t,0) + adg (t)
Q@a(t, ) = q2(t,0) + adga(t) (2.8)
Lo podriamos representar de la siguiente manera:

QT

qz

qi | -

Pues:

a—oédoz—/t1 Z( da + da)dt

- 0q; O 0¢; O

290 9 g L oL dq; 2 9q; d OL
4, 0¢; 0o Ox 9g; Oa'™ o, Oadx 0¢;
2.3. EL PRINCIPIO DE MINIMA ACCION
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El primer término se terminara anulando dado que todas las curvas pasan por los
puntos terminales fijos d¢;(t1) = dg;(t2) = 0, entonces:

b2 oL 8qi d oL 8qi
05 = /t Z <aqz- da  di o, aa> dt

Iq; .
Dado que a—qqul- y a partir de (2.8) tenemos que:
o

d@ﬁ d oL
05 = /Z<aqz U %o, )d/ Z(m dtaq)éqldt

Por lo tanto:

oL d oL

L(q;i(t),¢:(t), z) = B0 5 hG — st

Finalmente, pidiendo que la variacién 0.5 sea nula frente a deformaciones dq; arbitra-
rias, se obtiene la Ecuacién de Euler-Lagrange:

d (0L oL
- — = 2.

Esta tltima expresion nos permite contar con un sistema analitico para obtener las
ecuaciones que describen el comportamiento fisico de las particulas. Es importante
resaltar que, las coordenadas generalizadas del sistema no tienen porque ser coor-
denadas cartesianas, sino que éstas también pueden ser dngulos, energias o cargas
eléctricas.

Es interesante saber que contamos con maneras diferentes de escoger las coordenadas
generalizadas, si bien cada sistema fisico tiene asociado un nimero fijo de grados de
libertad.

Como la funcién lagrangiana depende de las coordenadas generalizadas, las velocida-
des generalizadas y el tiempo, las coordenadas generalizadas y las velocidades gene-
ralizadas se tratan de modo independiente, por ejemplo, una derivada con respecto a
¢; no afectaria en absoluto a ¢;.

2.3. EL PRINCIPIO DE MINIMA ACCION
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Albert Einstein
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3.1. Los comienzos de la Relatividad

3.1.1. El Espacio y el Tiempo de Newton

Las nociones de espacio y de tiempo que predominaron hasta comienzos del siglo
XX se debieron fundamentalmente al pensamiento de Isaac Newton (1642-1727). El
defendia la idea de un espacio absoluto, con existencia independiente de los fenémenos
fisicos y, de la misma manera, la idea de un tiempo absoluto que fluye uniformemente.

Newton consideraba que el espacio tiene una realidad independientemente de los
objetos que residan en ¢l; de manera que aun el espacio vacio seria concebible. En
la fisica de Newton el espacio y el tiempo son el asiento de los fenémenos fisicos, sin
que estos produzcan efecto alguno sobre aquellos, pues el espacio permanece siempre
igual a sf mismo, y el tiempo discurre uniformemente.

Los contemporaneos de Newton, como Gottfried Leibniz, no compartian esta posi-
cion. La nocion newtoniana de espacio absoluto era inadmisible para Leibniz, debido
a que serian indistinguibles dos universos cuyos cuerpos ocupasen distintas posiciones
“absolutas”, pero iguales posiciones relativas. Debido al éxito de la ciencia newtoniana,
la polémica entre las posiciones de Newton y de Leibnitz quedd acallada en estado
latente, hasta su resurgimiento hacia fines del siglo XIX.

3.1.2. Concepcioén de relatividad segiin Galileo

Durante los siglos de tradicion aristotélica que antecedieron a Galileo Galilei (1564~
1642), el movimiento de un cuerpo se asociaba con la acciéon de una fuerza sobre el
mismo. En palabras de Aristoteles: El cuerpo en movimiento se detiene cuando la
fuerza que lo empuja deja de actuar.

Ahora bien, imaginemos que nos encontramos navegando a bordo de un barco, y
desde lo alto del méstil dejamos caer una piedra. Los aristotélicos dirian que la piedra
no caera al pie del mastil debido que al soltarla dejamos de comunicarle la fuerza ne-
cesaria para que mantenga el mismo estado de movimiento que tiene el barco y, por
lo tanto, caera hacia popa. Galileo analiz6 la situacion, estudio la persistencia del mo-
vimiento y desafi6 el pensamiento aristotélico al sostener que la piedra si mantendria
el estado de movimiento que tiene antes de ser soltada y, por lo tanto, acompanaria
al barco y caeria al pie del mastil. Galileo con esta afirmacion, refutaria la idea de
que el movimiento necesita de una fuerza. Por otro lado, nos ensena que no es posible
detectar el movimiento a velocidad constante del barco mediante un experimento me-
canico realizado en el interior del mismo. El concepto de Galileo de la Persistencia del
movimiento es elevado por Newton a la categoria de "Primera Ley de la Dinamica":

3.1. LOS COMIENZOS DE LA RELATIVIDAD
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Conocida como principio de Inercia: “Todo cuerpo permanece en su estado de reposo
o de movimiento uniforme en linea recta, a menos que fuerzas ejercidas sobre él, lo
obligue a cambiar de estado. Este principio define los sistemas inerciales.”

3.2. Principio de Relatividad de Galileo

Se suele denominar como el principio de relatividad de la mecanica o principio de

Galileo. Este principio conecta la descripcion cinemética de los sucesos respecto de un
marco inercial K con la descripcién cinemaética de los sucesos respecto de otro marco
inercial cualquiera K’ de tal manera que la formulacion matemética de las tres leyes
de la mecanica clasica permanece invariantes al pasar de un marco al otro.
En el caso mas sencillo, se emplean sistemas de coordenadas cartesianas en ambos
marcos de referencia, y el movimiento de K’ respecto de K es una traslacion a lo largo
del eje de las x con velocidad V' en condiciones tales que los origenes de los sistemas
de coordenadas coinciden en el instante inicial, el mismo en ambos marcos. En ese
caso un evento que en el instante ¢ se produce en el punto de coordenadas x, y, 2
respecto de K v, respecto de K’ se produce en un instante ' y presenta coordenadas
2.y, 2 dadas por las denominadas transformaciones de Galileo:

t=t

¥=x-Vt

Y=y

7=z (3.1)

La trayectoria de una particula respecto de K viene dada por la ley horaria (), y(¢),
z(t). Entonces las velocidades, respecto de K, del movimiento de una particula:

_ dx(t) _dy(t) _dz(t)
Vem = Y= VT Tar (3.2)

se vinculan con las velocidades del movimiento respecto de K’ a través de las ecua-
ciones siguientes, que expresan la ley de adicion de las velocidades clasica:

,_ d'z(t) _ dx(t)

1% S v
& dt’ dt
dy(t')  dy(t)
, pr— p— p—
Vy = dt! dt Yy
dz(t")  dz(t)
V= - ar (3.3)

3.2. PRINCIPIO DE RELATIVIDAD DE GALILEO
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Con mayor generalidad, si 7 es el vector de posicién de un evento respecto de K, 7/
es su vector de posicion respecto de K’ y si V' es la velocidad de K’ respecto de K,
entonces las transformaciones de Galileo adoptan la expresion vectorial:

r=r—tV (3.4)

De las transformaciones de Galileo se desprende que la diferencia entre los vectores
de posicién de dos particulas en un mismo instante es la misma respecto de todos los
marcos de referencia:

Arl = AF (3.5)

Como consecuencia la distancia entre ellas es la misma. Entonces, en la mecénica
newtoniana la longitud de una varilla es independiente del marco de referencia res-
pecto del cual se la mide: es absoluta

La trayectoria de una particula respecto de K viene dada por la ley horaria r(t)
mientras que respecto de K’ viene dada por la ley horaria r'(t') = /(t). A partir
de las transformaciones de Galileo se desprende que las velocidades de esa misma
particula se relacionan a través de la Ley de adicion de las velocidades de la mecanica
clasica:

o) = dfl(;) () = o)+ T (3.6)
o{t) = di;it) () = () - (3.7)

Como V es constante, la aceleracion de a(t) respecto de K y de a’(t) respecto de K’
son iguales, podemos decir que: La aceleracion de una particula es la misma respecto
de cualquier marco de referencia inercial., es decir: Es un invariante bajo las trans-
formaciones de Galileo.

En el caso particular en que tratamos la transformacion de Galileo al discutir las
ecuaciones (3.2) y (3.3), la invariancia de las componentes v, y v, junto con la supo-
sicién de la invariancia de la masa de las particulas, implica que las componentes p,
y p, de la cantidad de movimiento son invariantes. Por lo tanto, si se conservan para
un observador inercial, se debe conservar para el otro.

3.2. PRINCIPIO DE RELATIVIDAD DE GALILEO
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p;; = Zmzvfm = Zmz (Ua:i - V) = Zmﬂ)m‘ — Zmﬂ/ (38)
vo=p— Y mV—M=Y m (3.9)

Entonces, al considerar invariante a la suma de las masas de las particulas inter-
actuantes, la conservacion de la cantidad de movimiento de un sistema aislado de
particulas cumple con el principio de relatividad clasico.

3.3. Relatividad Especial

3.3.1. Postulados

1- Las leyes de la fisica son vdlidas para todos los sistemas inerciales.

2- El principio de relatividad de Galileo es vdlido para cualquier marco de referencia
inercial.

3- La velocidad de la luz en el vacio es igual para todos los marcos de referencia
inerciales y tiene el valor de 299.792,458 km/s, independientemente del estado de
movimiento de la fuente.

4- El espacio es homogéneo, isotropico y continuo.

SEGUN EL SISTEMA INTERNACIONAL DE UNIDADES

Un sequndo es la duracion de 9.192.631.770 oscilaciones de la radiacion emitida
en la transicion entre los dos niveles hiperfinos del estado fundamental del isotopo
133 del dtomo de cesio (133Cs), a una temperatura de 0 K.

3.3.2. El experimento de Michelson-Morley

El experimento de Michelson-Morley consistia en un interferémetro que mediante
un mecanismo creaba un patron de interferencias debido al desfase de la luz causado
por la velocidad de la Tierra.

Se lanzaba un rayo de luz de una longitud de onda conocida (con una lampara de
sodio) que incidia en un espejo semiplateado. Este espejo tiene la propiedad de que
refleja la mitad del rayo y la otra mitad la reflecta. Ahora tenemos dos rayos de igual
longitud de onda que salen formando un angulo recto entre ellos y van a dar a dos

3.3. RELATIVIDAD ESPECIAL
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espejos donde se reflejan. Vuelven a incidir en el espejo semiplateado y vuelve a re-

flejarse una mitad de cada rayo y a reflectarse la otra.

Si existe alguna diferencia entre las longitudes de los brazos del interferometro o si
esta distancia es igual pero los rayos se mueven a velocidades diferentes aparecera un
patron de interferencias. Como los rayos que salen del espejo semiplateado forman un
angulo recto entre ellos uno se moveré en la misma direccién que la Tierra y otra en

una direccion perpendicular.

Esquema del experimento:

C_—-"

2. Los rayos 1y 2 se reflejan
1. El rayo que emite la fuente ‘ T en los espejos

ge separa en lograyos 1y 2

u

e

o Rayo deluz que
= emite 1a fuent=

3. Log rayos vuelven a juntarse

u

4, 8i los rayos de luz reco- =
rren la migma distancia, oy, (esto fue lo que ocurrid en
las ondas de luz llegan en 4 ;;-*"_"‘%\- el experimento de Michel-
fase, v en el centro del pa- F | {\) " l son-Morley)
trén de interferencia se ve 19 4

. \ e
una mancha brillante h Sp”

Figura 3.1: Interferémetro de Michelson y Morley

A partir del esquema del interferometro podemos calcular el desfase entre un patron
de interferencias y otro. Calculemos primero el tiempo que le llevaria llegar de A a B
y de B a A: Siendo c¢ la velocidad de la luz y u la velocidad de la Tierra respecto al

éter, entonces:

L L L(c—u)+ L(c+u) 2Lc L

tapa = + = = =
c+u c—u 2 — u? 2—u? -

Y el tiempo que tarda en ir de A a C' es:

3.3. RELATIVIDAD ESPECIAL
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d* = ct’yo = L* + (utac)?
gL .- L
AC — 02 . u2 AC — C2 — uz - 1 D

c2

oIt

(3.11)

Siendo el tiempo que tarda en ir de C' a A el mismo (llamamos tac4 a la suma de
estos dos ultimos). Por tanto, si « << ¢ podemos hacer una aproximacion en serie de
Taylor para los dos tiempos que tenemos y calcular la diferencia entre ellos:

2L 2
tABAz—(1+“—2+---) (3.12)
c c
taon= 22 (1412 (3.13)
AcA =~ 5 2 :
2L u? 1 2Lu? L
At=taps —taca= ——[1—=+-- | === = =42 14
ApA —laca = — 02< 2+ ) 9 2 05 (3.14)
En donde definimos :
u
= — 3.15
- (315)

Se puede ver que si giramos el interferometro noventa grados entonces obtenemos

At' = —= 3% # At. Esta diferencia en el camino, dividida entre el periodo de la onda,

nos da el porcentaje que se desvia el patron de interferencias:

CAt—AY 2Ekp2 arp2

=77 T

(3.16)

En el interferometro usado por Michelson y Morley los datos eran L = 11m, A =
m m

5900,10719m, v = 3,10 — y ¢ = 3,108—, con lo que nos da un valor § = 0, 37, que es
s s

un 37 %.

El valor medido experimentalmente fue cero, las transformaciones de Galileo no
valen.

3.3.3. Transformaciones de Lorentz

El Principio de Relatividad Especial establece que las leyes de la naturaleza que
describen las ecuaciones de la mecénica y la electrodindmica son invariantes bajo un
grupo particular de transformaciones de coordenadas del espacio-tiempo. Este grupo
particular corresponde a las Transformaciones de Lorentz.

3.3. RELATIVIDAD ESPECIAL
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Las transformaciones de Lorentz, dentro de la teoria de la relatividad especial,
son un conjunto de relaciones que dan cuenta de cémo se relacionan las medidas de
una magnitud fisica obtenidas por dos observadores en movimiento relativo. Estas
relaciones establecieron la base matematica de la teoria de la relatividad especial de
FEinstein.

Hipotesis lineal

Imaginemos a los sistemas de referencia Sy S’ (moviéndose a una velocidad u con
respecto a S) cuyos origenes de coordenadas coinciden en el instante inicial ¢ = 0.
Supongamos que el movimiento es a lo largo de la coordenada x; segtun las transfor-
maciones de Galileo (ver (3.1)). Esto es:

a1 v
y Yy —--
ff " ! \‘.
“' 0 o |

Figura 3.2: Dos sistemas de referencias O y O’ se mueven con una velocidad relativa
v. Los sistemas de referencia estan orientados de manera tal que los ejes son paralelos
v los relojes estan sincronizados segun t = t' = 0

Intentaremos encontrar otras transformaciones de manera tal que se reduzcan a
estas ya conocidas. Para ello hacemos la siguiente hipotesis lineal:
Ty =z + ot (3.17)

La posicion del origen de coordenadas O’ en cada uno de los dos sistemas viene dado
por 7 = 0y x; = ut ya que en el instante inicial ambos origenes coincidian. Por
tanto tenemos que:

0=rut+nt —n=—yu
ry = vy — yut = y(x1 — ut) (3.18)

Por tanto vemos que es necesario hallar el valor del factor adimensional ~.
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Valor de gamma

Si en el origen de coordenadas de los sistemas S y S’ los tiempos coinciden y se
emite un rayo de luz en una direccion, segtin el segundo postulado de la relatividad,
el frente de ondas de este rayo estara definido en ambos sistemas por:

3

fo — P =0

i=1

3
d ai -t =0 (3.19)
=1

Podemos suponer que xy = x5 y 23 = x5, (ver (3.1)), por lo tanto:

ct =z =~ +ut") ; o =) =y(x; —ut) (3.20)

Operando debidamente tenemos:

oy ' ¢ 1
t' =yt(c—u) = — = =(c— ;b =At — - =—
ct’ = ~t(c —u) C(c u) ;  ct=~t'(c+u) F i
1
z(c—u):E
c yC+u
. 1 ¢ L 1
= C = = =
7 (c+u)(c—u) 2—u? _Z_j 7 _Z_j

Utilizando la relacion mencionada en (3.15):

B 1 B 1

Vemos que v es un factor de proporcionalidad que depende de la velocidad v con la
que se mueve un sistema de referencia respecto al otro. Si este valor es u = 0 (el valor
en el que los dos sistemas coincides, no hay movimiento relativo de uno con respecto
al otro) v = 1, como debe ser, ya que los dos sistemas son el mismo y por tanto
las coordenadas también han de coincidir. Si el valor es u = ¢ se puede comprobar
facilmente que v = oo. Para valores u > ¢ obtenemos en el denominador una raiz de
un numero negativa, por lo que v deja de estar definida.

Por tanto vemos que < toma siempre un valor dentro del intervalo [1,00), con u
perteneciente al intervalo [—c, ¢] (como u va al cuadrado «y s6lo depende de su modulo,
no de su direccion).

(3.21)
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0
Velocidad (c=1)

Figura 3.3: Grafica de valores de gamma

El coeficiente § es la fraccion de la velocidad de la luz. Si u = 0 entonces g = 0,
mientras que si u = 4c¢ entonces [ = +1.

Transformaciones para el tiempo

Conocido ya el valor de v tenemos que nuestra hipotesis lineal toma la forma siguiente:

) = y(xy — ut)
x1 = (2] + ut’) (3.22)

Y a partir de ahi podemos despejar las transformaciones para el tiempo:

x1 = (2 +ut) = y(y(x1 — ut’) + ut’) = y*x; — Y ut + yut’
yut' = (1 — v*)xy + ~*ut

u
t'=~ (t - gxl) (3.23)
2
Ya que (1 —~%) = ——2u2. Se puede demostrar de modo anélogo que:
c
u
=~ (t’ + 6—233;) (3.24)
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3.3.4. Implicancias de las transformaciones de Lorentz

Simultaneidad y Causalidad

Una de las implicancias mas importantes que acarrean las transformaciones de
Lorentz es la de que si dos sucesos son simultaneos en el sistema S’ no lo son en el
sistema S, es decir, si dos sucesos son simultdneos en S” entonces At’ = 0, pero segtin
la transformacion temporal de Lorentz:

Cc
At Az’

At =ty —t, =7 (t’2+§x’2) — (t’l + ga;’1> =ty —t +75 (zy, —2)) #0 (3.25)

Se puede ver que ¢ es la maxima velocidad que una senal puede tomar, ya que en
este valor el factor v se hace infinito y esto implicaria una diferencia temporal infini-
ta; ademas se observa que la causa siempre ha anteceder al efecto en cualquier sistema.

1 u n ue en Istem T, = n ndriamos:
Si dos sucesos son tales que en el sistema S’ (z] = ), en S tendriamos

Az = (zy — x}) +yBcA # 0 (3.26)

0

Dilatacién temporal

Supongamos que tenemos una medida temporal 7' = t5 — t; en el sistema S en un
mismo punto (z; = x) y queremos calcular 7" = t5 — t| en el sistema S’. Segtn las
transformaciones de Lorentz tenemos que:

T’:t’2—t’1:7[<t2—%> — (tl—%ﬂ (3.27)

c2

Respetando la misma localizaciéon x; = x5, tenemos:

T =A~T (3.28)

Se puede observar con este fenémeno que el tiempo medido en el sistema en reposo
es siempre menor al tiempo medido en cualquier otro sistema de referencia inercial.

Contraccion de Lorentz

Supongamos que tenemos el dato de la longitud L' = 2}, — 2 en el sistema S’ y
queremos calcular cuanto valdria L = x5 — x1 en el sistema S utilizando las transfor-
maciones de Lorentz.

L =x9 — a1 = y[2h + uth — 27 — ut] (3.29)
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Teniendo en cuenta que las posiciones x5, y 2} se miden en el mismo instante de
tiempo, de modo que t, = ¢/:
L'=— (3.30)
Y
Este fendomeno es conocido como la contraccion de longitudes o contraccion de Lorentz

y pone de manifiesto que la longitud L medida en el sistema en reposo es siempre
mayor que la longitud L' medida en un sistema de referencia inercial en movimiento.

Adicion de velocidades

Recordando que las expresiones para el célculo de la velocidad se obtenian a partir
de (3.2) y, teniendo en cuenta que el tiempo no es absoluto sino que relativo, hablar
de velocidad en relatividad requiere saber si nos referimos al sistema en reposo o al
que esté sujeto al sistema de referencia inercial.

dx , da!

== o= (3.31)

v

Para calcular estas velocidades, por lo tanto, debemos conocer qué forma tienen los
diferenciales de posicion y de tiempo. Estas formas salen facilmente a partir de las
transformaciones de Lorentz (3.22).

drx = y(dz’ + ydt')dt =~ (dt' + %dm’)
c

u
dx' = ~y(dx — udt)dt' =~ (dt — C—de) (3.32)
Y por lo tanto obtenemos:

de  dx’ + udt dz’ |y v+ u
V= — = — =% = - (3.33)
dtdt' + %% 1+ 595 1+ 3V

2t

Se deduce asf la adicion de velocidades en relatividad especial. Hay que hacer notar
que en el caso de que ¢ — oo (es decir, ¢ es muy alto en comparacion con las otras
velocidades), esta relacion de velocidades se reduce a utilizada en mecanica clésica,
es decir v = v’ + u.

Asimismo, si v/ = u = ¢

. (3.34)

ysiv'=cyu#ec
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. c+u :c—iru:c(c—l—u)zc (3.35)
1+%  1+%  c+u

Estas afirmaciones son consistentes con el hecho de que no se puede superar la velo-
cidad de la luz en el vacio en ningtn sistema de referencia.

3.4. Dinamica Relativista

La segunda ley de Newton, definimos la fuerza F como el ritmo de cambio de la
cantidad de movimiento p respecto del tiempo, es decir:

- dp  d, m
F:d—fza(mv) —>m:m0fy:—_0ﬁ
ﬁ:M_ d moU (3.36)

dt dt /1 w2

Donde mg es la masa en reposo del cuerpo. Asumiendo que el trabajo realizado
por una fuerza F' a lo largo de una curva C' es igual a la variaciéon de energia cinética,
podemos decir lo siguiente:

. , dp 7 d
AE —Ez—El—/F-df—/F-ﬁdt—/—p-ﬁdt—/v-—pl-dt
c o dt dy di

Desarrollando matemaéticamente:

dp d d 2
U - % =7- %(movﬁ) = myT* + myyv - % = mov? + mo% = myc? (3.37)
o [dy 2 m,c? 2
AFE = mgyc E-dt:moc Ay — |F = —— =mc (3.38)
’U2
=

En el caso de trabajar a bajas velocidades (v << ¢) resulta muy tutil para obtener
una buena aproximacion hacer un desarrollo en series de Taylor, esto es:

1
E = moc? +=mov® + ... (3.39)
~—~— 2
Energia de Reposo \T/
k

Ey: Energia cinética
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3.4.1. Cuadrivectores

El boost de Lorentz queda conformado por:

" =y(2" — pat)

=
2t =y (=B’ + zt) (3.40)
2 = 2
e

Las transformaciones de Lorentz escritas en forma matricial estan dadas por:

a:j(l) ¥y =By 00 :c(l]
S I G Aol (341)
2 0 0 0 1 x>

Ny Xg J/

donde B =u/cy v =~(u)=1/+/1— p?, siendo u el mddulo de la velocidad relativa
entre los dos sistemas dirigida segiin el eje x . Resulta ttil definir un “vector” de cuatro
coordenadas o cuadrivector posiciéon en la forma:

7= (ct,r) = (ct,x,y, 2). (3.42)

Este cuadrivector contiene las coordenadas de espacio-tiempo de un suceso siendo A
la matriz que define a las transformaciones de Lorentz

vy =By 00
A= _57 ! (1) 8 = AR (3.43)
0 0 01

O bien, pudiendo simplificar su expresion utilizando la siguiente notacion:
't = Z ALz (3.44)
14
Definimos el médulo de un cuadrivector como:

X2 = g ata” (3.45)

donde 7, son los componentes de la métrica de Minkowski:
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-1 0 0 0
0 100
Ny = 0 010 (3.46)
0 0 01
por lo tanto:
X2 = =2 +) 2" (3.47)

El mo6dulo de un cuadrivector es siempre un escalar (con lo cual es un invariante)

~ 9 ) ~
= 1t = 7" = (et =t =y = 2% = |7 (3.48)
Tiempo propio
Definimos el tiempo propio como:
2 2 L., 2 2 Lo
dre = dt* — g(dx +dy* 4+ dz*) = _c_2dS (3.49)
El dS? entre dos puntos aumenta aunque las coordenadas no cambian. (comoving)

Despejando el término de interés d7, nos queda:

1
dr = \/dt2 - C—Q(dyc2 + dy? + dz?)

1 dr\? dy 2 dz\>
- 17[(%) (i) + (@)
v dt

Por lo que 7 es el tiempo mas pequeno, es decir, el tiempo medido en el sistema
solidario con el suceso.

Cuadrivector velocidad

Teniendo en cuenta la expresion obtenida en (3.50) para el d7, podemos definir la
velocidad como la variacion temporal de la posicién, por lo tanto podemos definir el
cuadrivector velocidad como:

3.4. DINAMICA RELATIVISTA
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(dzo dz' dx? dx3>

dz’ da' da* di’ dz®  dr
dr’ dr’ dr’ dr

vjﬁ;,vag) = (e, 77) (3.51)

Cuadrivector momento

Para obtener el cuadrivector momento cuadrimomento debemos multiplicar di-
cho vector por un escalar con dimensiones de masa, al que llamaremos mg, por lo
tanto, tenemos que:

dz°  d7

P = moU = My (W/E,’}/a

) = (moryc, moyv) (3.52)

3.4.2. Generalizacion de la 2da Ley de Newton

Cuadrivector Fuerza

En la dinadmica clésica, la fuerza resultante aplicada sobre una particula se define
como el ritmo de cambio de la cantidad de movimiento respecto del tiempo, es decir:
F = dpj/dt. En relatividad especial EL cuadrivector fuerza es la resultante de la
derivada del cuadrivector cantidad de movimiento con respecto al tiempo propio de
la particula:

_dP dP d dy(v) dp

F= 5 =105 =10 tn@ed) =10 (m 50 T) 5)

La componente espacial de la cuadrifuerza, salvo el factor v(v), es la derivada de la
cantidad de movimiento relativista que se identifica con la fuerza resultante sobre la
particula

F= o 0mad) — F o (D5 eq0a) @0
Es interesante recordar que:
dy(v) __5,d8 _ aBdl| _ 4B
i T e T (3:55)

Haciendo referencia a ar como la componente tangencial de la aceleracion que, sumado
con la componente normal (o centripeta) ay, resulta la aceleracion de la particula.

3.4. DINAMICA RELATIVISTA
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a = ar + ax (3.56)

=my (73§a}17+ 'yd)

= moy (v’ B%ar + @) = mey (v’ B2z + dr + ak)

= moy [(V}3? + 1) @ + ay] — F = moy (Y2ar + ax) (3.57)
—_——

M,

,Y2

Es interesante destacar que, en el caso relativista, la fuerza resultante y la aceleracion
no necesariamente tienen la misma direccion. Es facil comprobar que para velocidades
pequenas en relacion a la de la luz, la expresion anterior tiende a la conocida Segunda
Ley de Newton.

Si consideramos un movimiento rectilineo, ax = 0, por lo tanto, F' = ~v*mqar-.

Podemos escribir la potencia que es transferida a la particula como:

F.% = mgy(v) (v’ (v)ar + a%) v
. dv _, v
= mgy°(v)apt = m073(v)—tv — f = -
dp
_ 2. 30\
- mOC ,7 (U) dt /B
Segun la relacion mencionada en (3.55), podemos decir que:
Fo= pr (v(v)moc?) (3.58)

Finalmente, podriamos expresar el cuadrivector fuerza de la siguiente manera:

F = ~(v) (ﬁ : 17, ﬁ) (3.59)

C

3.4.3. Energia cinética Relativista

La energia cinética para una particula en reposo es nula por definicién. Si una
particula, sometida a una fuerza F' , se mueve desde el reposo en A hasta la posicion
B, la energia cinética sera:
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B B B B do
By :/ F- l:/ F-dl :/ Y moardl :/ yVmo—dl
A A A A dt
v v B8
_ / +8dB = my / Podv = moc® / V3Bdp
0 0 0

Haciendo referencia a (3.55), podemos escribir la anterior expresion de la siguiente
manera;

B ¥
E, = moc2/ v} pdB = m002/ dy = [y(v) — 1Jmec? (3.60)
0 1

Es interesante notar que, para velocidades pequenas comparadas con la velocidad de
la luz, la expresion (3.60) tiende a la expresion clasica ya conocida.

3.4.4. Equivalencia entre Masa y Energia

Tomemos la expresion v(v)mgc y trabajémosla matematicamente hasta llegar a la
expresion de Einstein:

E 2 -1 2 2 E 2
2 (w)mee = Mo _ (v — D)moc® + moc _ L+ moc (3.61)
C C C C
E = Ek + m002
~—~
Energiacintica  Energia en Reposo
= (v = Dmpc +moc? = y(v)mg ¢ —» (3.62)
N——r

Para un sistema aislado de particulas debe conservarse el cuadrivector cantidad de
movimiento total, que es la suma de los cuadrivectores correspondientes a cada parti-
cula. Esto implica que se tiene que conservar la componente espacial que es la cantidad
de movimiento relativista del sistema y también se tiene que conservar la componente
temporal que es la energia, esto significa que:

> (B + moc®), = Cte (3.63)

i

Einstein propuso que la masa de un cuerpo es una de las distintas formas en que
se manifiesta su contenido energético. Es decir, en un sistema aislado no se conserva

la energia por una parte y la masa por la otra, sino que se conserva la suma de la
energia mas el equivalente energético de la masa. Es decir, se conserva la Energia
Relativista.
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3.4.5. Cantidad de Movimiento e Invariante de Energia

La cantidad de movimiento vincula la energia y el momento relativista, es decir:

P= (0mae s wmad) = (2. F) (3.60)

La norma de este cuadrivector es invariante, es decir, tiene el mismo valor para todos
los observadores inerciales:

<§) _ |]5|2 = (ymgc)? — (vmoc|g|)2
= (o)1 - ) = (o,
E\? Sia 2
. (Z) — 1P = (mye) (3.65)
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4.1. Introducciéon

La astronomia es la ciencia que se ocupa del estudio del movimiento, origen y
evolucion de los cuerpos celestes del universo (planetas, satélites, cometas, asteroides,
estrellas, galaxias, nebulosas y cimulos). Esta ciencia es tan antigua como la civili-
zacion y probablemente sea el origen del pensamiento cientifico.

La astronomia aparece como primera ciencia 20 mil anos atras dado que los hom-
bres eran cazadores recolectores y migraban persiguiendo animales de los cuales de-
pendian y se alimentaban. Estos hombres notaban que estas migraciones tenian algtn
tipo de comportamiento periédico dado que las condiciones cambiaban a lo largo del
ano, por lo que los cazadores recolectores necesitaban saber cuando se producian los
movimientos de las grandes manadas de fauna que perseguian y por eso necesitaban
entender como se desarrollaba el ano, es decir, como era el periodo de la tierra alre-
dedor del sol y los distintos movimientos en el cielo para predecir lo iba que a suceder
en la tierra.

Aproximadamente unos 10 mil anos después, en el valle de la Mesopotamia, cuando
se asentaban las primeras ciudades y civilizaciones entre los rios Tigris y Eufrates, la
fuente principal de alimento paso a ser agropecuaria y como esto depende fuertemente
de las estaciones del ano, uno necesitaba saber que tan largo iba a ser el periodo sin
frutos para poder guardar alimentos y poder sobrevivir hasta el préximo periodo en
que vuelvan a surgir. Entonces, para los primeros hombres civilizados, la astronomia
se transformoé en una ciencia crucial porque las comunidades que no entendian o que
no podian predecir cuando iba a hacer frio o cuando iba a hacer calor y cuando iba a
haber alimentos y cuando no, desaparecian. Entonces, comprender este reloj césmico
se convirtié en una tarea esencial para la supervivencia.

La fisica, para comprender el movimiento, comportamiento y evoluciéon de los
cuerpos celestes, empieza a cumplir un papel fundamental. A modo de introducir-
nos en los aspectos generales de la astronomia, comenzaremos citando a los grandes
propulsores de esta ciencia junto con sus aportes e invenciones.

4.1. INTRODUCCION
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4.2. Historia: Propulsores de la Astronomia

1. Tales de Mileto(Siglo VII a.C).

Concibi6 la redondez de la tierra. Teoriz6 que la Tie-
rra era una esfera cubierta por una superficie que gi-
raba alrededor de esta, asi explicaria la noche, y que
tenfa algunos agujeros por los cuales se observaba, atin
en la oscuridad nocturna, un poco de la luz exterior a
la tierra; la que él llamo "fuego eterno".

2. Platon (del 427 a. C. al 347 a. C.).

Dedujo que la Tierra era redonda basandose en la
sombra de esta sobre la Luna durante un eclipse lunar.
Concibi6 a la Tierra inmévil y como centro del Univer-
SO..

3. Aristoteles (del 384 a. C. al 322 a. C.)

Sostenia que la Tierra era inmoévil y ademés era el
centro del Universo.
Aristoteles: Los planetas son eternos. Su movimiento de-
be ser, por lo tanto, eterno. El tinico movimiento eterno
es el circular. Por consiguiente, los planetas se mueven
en circulos.

4.2. HISTORIA: PROPULSORES DE LA ASTRONOMIA
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4. Aristarco de Samos (del 310 a. C. al 230 a. C.)

Sostenia que la Tierra giraba, que se movia y no era
el centro del Universo, proponiendo asi el primer mode-
lo heliocéntrico. Ademas determiné la distancia Tierra-
Luna y la distancia Tierra-Sol.

5. Eratostenes (del 276 a. C. al 194 a. C.)

Contribuy6 en el célculo de la circunferencia terres-
tre comparando las altitudes del Sol del mediodia en
dos lugares separados por una distancia Norte-Sur, del
mismo modo calcul6 la inclinacién del eje de la tierra.
Ide6 intercalar cada cuatro anos un dia adicional en los
calendarios, produciendo el ano bisiesto y creo el primer
mapa del mundo, incorporando paralelos y meridianos
basados en el conocimiento geografico disponible de su
época.

6. Hiparco de Nicea (del 190 a.C al 120 a. C.)

Observo y demostrd que la Tierra era esférica y ade-
més sostenia que estaba fija. Sostenia que tanto los Pla-
netas, la Luna y el Sol giraban sobre su propio eje.

4.2. HISTORIA: PROPULSORES DE LA ASTRONOMIA
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7. Posidonio de Apamea (del 135 a. C. al 31 a. C.)

Fue el primero en adelantar la teoria segtun la cual
del sol emanaba una fuerza vital que permeaba el mun-
do. Intenté medir la distancia del Sol con respecto a la
Tierra y también su tamano, ademés observd que las
mareas se relacionaban con las fases de la Luna.

8. Claudio Ptolomeo (100 - 170)

Sigui6 la concepcion del universo dada por Platon y
Aristoteles. Ptolomeo fue un empirista, su trabajo con-
sistio en estudiar la gran cantidad de datos existentes
sobre el movimiento de los planetas con el fin de cons-
truir un modelo geométrico que explicase dichas posicio-
nes en el pasado y fuese capaz de predecir sus posiciones
futuras. Elabor6 una enciclopedia astronémica llamada
Almagesto la cual contiene el catalogo estelar més com-
pleto de la antigiiedad, que fue utilizado ampliamente
por los arabes y luego por los europeos hasta la alta
Edad Media, y en el que se describen el sistema geo-
céntrico y el movimiento aparente de las estrellas y los
planetas.

9. Nicolas Copérnico (1473 - 1543)

Considerado como el padre de la trigonometria, ob-
servo y calculd que la Tierra era esférica y estaba fija.
Ademas afirmo que el Sol, la Luna y los planetas gira-
ban alrededor de su propio punto. Por otra parte, con-
cibi6 la division del dia en 24 horas de igual duracion;
el descubrimiento de la precesiéon de los equinoccios; la
distincion entre ano sidéreo y ano tropico.

4.2. HISTORIA: PROPULSORES DE LA ASTRONOMIA
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10. Galileo Galilei (1564 - 1642)

11.

12.

Apoy6 la teoria de Copérnico de que el sol era el cen-
tro de todas las o6rbitas planetarias. Con su telescopio
observo: Montanas en la Luna. Nuevas estrellas. Satéli-
tes de Jupiter y que ademas tenia cuatro lunas que lo
circundaban. Manchas solares. Las fases de Venus. Ar-
gument6d que las mareas se debian a la aceleracion te-
rrestre que se da cada 12hs. Introdujo el concepto de que
las velocidades eran relativas con lo cual, éstas debian
ser medidas mediante un marco o sistema de referencia.

Johannes Kepler(1571 - 1630)

Demostro que los planetas no siguen una 6érbita circu-
lar sino eliptica con el Sol ubicado en un foco de la elipse
derivando en su primera ley. La segunda ley de Kepler
en la cual afirma que los planetas se mueven mas rapi-
damente cuando se acercan al Sol que cuando estan en
los extremos de las 6rbitas. En la tercera ley de Kepler
establece que los cuadrados de los tiempos que tardan
los planetas en recorrer su é6rbita son proporcionales al
cubo de su distancia media al Sol.

Isaac Newton(1642 - 1727)

Establecio la ley de la Gravitacion Universal: “Las
fuerzas que mantienen a los planetas en sus orbitas de-
ben ser reciprocas a los cuadrados de sus distancias a
los centros respecto a los cuales gira”. Estableci6 el es-
tudio de la gravedad de los cuerpos y prob6 que el Sol
con su séquito de planetas viaja hacia la constelacion

del Cisne.
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13.

14.

Ernst Mach(1838 - 1916)

Positivista, fisico y filésofo. Manifest6 ciertas diferen-
cias acerca de la mecénica Newtoniana, en particular el
concepto de espacio absoluto. Afirmé que la masa iner-
cial no es una caracteristica intrinseca de un mévil, sino
una medida de su acoplamiento con el resto del uni-
verso. Congeni6 una representacion del mundo como un
conjunto de elementos y sensaciones dado que habria
un acuerdo entre lo que llamamos instinto, sensaciéon y
concepto. Sostuvo la teoria de la coordinacion de prin-
cipio, es decir, de la conexién indisoluble entre sujeto y
objeto. Ernst Mach fue uno de los primeros f isicos en
considerar que el resultado del experimento de Michel-
son y Morley era un éxito.

Michelson (1852 - 1931) y Morley(1838 - 1923) (ver: (3.10))

Construyeron lo que se conoce como el interferémetro de Michelson. Se compone
de una lente semiplateada o semiespejo, que divide la luz monocromatica en
dos haces de luz que viajan en un determinado angulo el uno respecto al otro.
Con esto se lograba enviar simultaneamente dos rayos de luz (procedentes de
la misma fuente) en direcciones perpendiculares, hacerles recorrer distancias
iguales (o caminos 6pticos iguales) y recogerlos en un punto comun, en donde se
crea un patréon de interferencia que depende de la velocidad de la luz en los dos
brazos del interferémetro. Cualquier diferencia en esta velocidad (provocada por
la diferente direccién de movimiento de la luz con respecto al movimiento del
éter) seria detectada. En todas las ocasiones el interferometro se comport6é como
si no hubiese “viento del éter” y, aunque se intentaron muchas explicaciones,
como que la Tierra arrastraba de alguna forma al propio éter, ninguna resulto
ser correcta. Michelson y Morley, en lugar de demostrar las propiedades del éter,
demostraron su inexistencia.

Albert Michelson Edward Marley

(a) Michelson y Morley
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15.

16.

17.

Albert Einstein(1879 - 1955)

Desarroll6 la Teoria de la Relatividad restringida y
general y revolucioné la ciencia moderna.

Arno Allan Penzias (1933) y Robert Wilson (1936)

Descubrimiento en 1964 de la radiaciéon césmica de |
fondo de microondas. Mientras trabajaban en un nue-
vo tipo de antena en los Laboratorios Bell en Holmdel,
Nueva Jersey, encontraron una fuente de ruido en la at-
mosfera que no podian explicar. Después de afinar la
recepcion de la antena, el ruido fue finalmente identi-
ficado como CMB, lo cual confirmaba supuestos plan-

teados por la teoria del Big Bang. 7

COBE WMAP y Plank

Misiones espaciales para determinacion de radiacio- P&~
nes cosmicas de microondas.

Representacion artistica de las observaciones del CO-
BE y del WMAP. La superficie en azul claro es la zona
donde los fotones (la luz) se desprenden de la interaccion
de los electrones e inician su viaje libre por el Universo.
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4.3. Ideas generales de la Cosmologia

La dindmica galactica presenta cualidades importantes para estudiar de forma
global la estructura de las galaxias permitiendo deducir, en algunas situaciones, las
formas del campo gravitacional en el cual se mueven las estrellas a partir de sus
posiciones y velocidades, esto nos va a dar la curva de rotacion.

La validez del principio cosmologico afirma que no ocupamos ningtn lugar especial
en el universo, esto nos hace pensar que cualquier otro lugar es similar, es decir, el
entorno de cualquier lugar del universo es similar al cual estamos nosotros ahora.

Si tomamos nuestra galaxia como referencia, podemos decir que esta formada alre-
dedor de un nucleo central que, en general, se puede asimiliar a un agujero negro y
una gran aglomeracion de estrellas, luego tenemos otra gran aglomeracion de estrellas
distribuidas en los brazos, cada una de estas estrellas también cumplen con las leyes
de Kepler al igual que los planetas.

Si quisiéramos saber que cantidad de estrellas hay en un recinto del espacio lo que
podemos hacer es considerar la cantidad de brillo emitida por una pequena parte de
la galaxia y medir la intensidad total de luz en ese espacio y, de esta manera, el brillo
total emitido va a ser igual a la intensidad promedio de luz de las estrellas por el
nimero de estrellas, siendo que:

M : masa total de las estrellas

m,: masa promedio de las estrellas

ip: intensidad promedio de las estrellas
N(r): namero de estrellas

I(r): intensidad total de las estrellas

M =m,N(r) <= I(r) = i,N(r)

por lo tanto

M ="21()
Ip
Y finalmente
I
2 — Gmp (T) (41>
i T
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4.4. Curva de Rotacion

Velocidad de rotacién

tkm/s]

50000 100000
distancia desde el centro (afios luz)

Figura 4.2: Curva de Rotacion.

La curva de rotacién de una galaxia (también llamada curva de velocidad), des-
crita por la ecuacion anterior, es la velocidad de rotacion de las estrellas observables
como funcién de su distancia radial al centro de la galaxia. Una caracteristica general
de las curvas de rotacion galacticas que han sido observadas es que la velocidad de
rotacion de las estrellas y el gas es constante (dentro de lo que puede medirse), in-
dependientemente de la distancia al centro de la galaxia. El problema de la rotacion
galactica es la discrepancia observada en las curvas de rotacion de las galaxias y la
prediccion de Newton-Kepler si suponemos que hay una masa central dominante con
el material luminico observado.

Cuando se calcula la masa de las galaxias tinicamente a partir de la luminosidad y
la proporcién masa-luz en el disco, y si se supone que las porciones del nicleo de
una galaxia espiral son aproximados a los de las estrellas, la masa que se deriva de
la cinemética de la rotaciéon observable y de la ley de la gravedad no concuerdan, esa
apreciacion se puede observar en la figura (4.2). Esta discrepancia puede deberse a
una gran cantidad de Materia Oscura que envuelve la galaxia y se extiende hasta el
halo de la galaxia. Sobre la materia oscura diremos algunas palabras en la secion (4.6).

Haciendo nuevamente mencion al principio cosmolégico, consideremos que tenemos
una cantidad n de galaxias y que, entre cada una de ellas, existe una fuerza aportada
segin las leyes de Newton. Es decir:
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Donde 7; es un vector fijo que marca la posicion de cada galaxias y si a(t) lo conside-
ramos un factor de escala (funcion del tiempo):

La Ecuacién de Hubble

Definimos H(t) como la Ley de Hubble-Humason. Esto nos ensena que el
universo se esta expandiendo y la velocidad a la que se estdn alejado las galaxias es
proporcional a la distancia entre ellas, las que estén mas lejos se van a alejar mas
rapidamente dado que se multiplican por un vector mas grande, eso es la Ley de
Hubble, el universo se esta expandiendo porque las galaxias se estan alejando entre
ellas sin moverse (comoving) y las mas lejanas se alejan mas rapidamente. De modo
que lo que se expande es el espacio-tiempo.

L dr; . ()7 o da(t)
v; = — r=alt)r; — U= T;
dt dt
dv;  d*a(t)
;= = ; 4.4
T Tae (44)

Sustituyendo (4.4) en (4.2) y operando debidamente obtenemos lo que:

o m;m;
m;a = — E G—grij < Tij = Cb(t)l’ij
;i

d2a(t)f; _ —ZG wmrm; o
J

dt? a?(t)xs; i
d*a(t) m;
a?(t) 7 =—) G—uy (4.5)
dt? ; 7

Por lo tanto, se deduce que:
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d*a(t)  GM
a2 a?(t)
da(t) d*a(t) _ _da(t) GM
At de? dt a?(t)
d (da(t)\*> d (2GM
E( dt ) _E<a(t))
da(t)\> 2GM
( dt ) = (4.6)

Siendo K una constante de integracion.
Definimos La Ecuaciéon de Hubble de la siguiente manera:

, 2GM K
=30 @0

(4.7)

La expresion (4.7) mide la velocidad de expansion (o contracciéon) en comparacion
con la escala del universo. En particular la evolucion del pardmetro de Hubble con
el tiempo, H(t), codificada en la variacion del pardmetro de Hubble como funcion
de la distancia (observacionalmente medible como funcién del corrimiento hacia el
rojo, H(z)), es una fuente muy valiosa de informaciéon sobre la evoluciéon de nuestro
universo.

4.5. Fondo Coésmico de Microondas

4.5.1. Observacional

En noviembre de 1989, la NASA lanz6 al espacio el satélite cientifico COBE
(Cosmic Background Explorer), cuyos instrumentos se disenaron para una tnica ta-
rea: estudiar en detalle la llamada radiacion césmica de fondo. Esta es una forma
de radiacion electromagnética en la frecuencia de microondas que llena el universo
entero, y que fue registrada por primera vez por Arno Allan Penzias y Robert
Woodrow Wilson en 1964.

Por la forma en que se genera, la radiaciéon de fondo contiene informacion de
como era el Universo en el momento de la formacion de los primeros atomos, cuan-
do éste se volvio transparente a los fotones y pudieron propagarse por el univer-
so. Asi, el fondo de microondas puede pensarse como una imagen mantenida en el
tiempo (como una fotografia) del pasado remoto del Universo tomada hace unos
370 mil anos después del Big Bang.

4.5. FONDO COSMICO DE MICROONDAS
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4.5.2. Dependencia direccional y el universo temprano

La anisotropia o dependencia direccional de la radiaciéon coésmica de fondo se di-
vide en dos tipos: ANISOTROPIA PRIMARIA, debido a los efectos que se producen en
la ultima superficie de dispersion y antes de ésta; y la ANISOTROPIA SECUNDARIA,
debido a efectos tales como las interacciones de la radiacion de fondo con gas caliente
o potenciales gravitatorios, que se producen entre la tltima superficie de dispersion y
el observador.

La estructura de las anisotropias cosmicas del fondo de microondas se determi-
na principalmente por dos efectos: oscilaciones actusticas y difusion. Las oscilaciones
acusticas surgen debido a un conflicto en el foton-barién del plasma en el universo
temprano. La presiéon de los fotones tiende a borrar las anisotropias, mientras que la
atraccion gravitatoria de los bariones, moviéndose a velocidades mucho mas lentas
que la luz, tienden a colapsarse para formar sobredensidades. Estos dos efectos com-
piten para crear las oscilaciones actusticas que se presentan el fondo de microondas
caracteristico. Los picos corresponden a las resonancias en la que los fotones se des-
acoplan cuando un modo particular esta en su amplitud de pico.

Por lo tanto, podemos decir que el primer pico determina la curvatura del Universo,
es decir, nos dice que tan plano es; el segundo pico esta determinado por la densidad
bariénica del Universo, y el tercero puede ser usado para extraer informacion acerca
de la densidad de materia oscura.

En algin momento del pasado, el universo estuvo en un estado de plasma que
reproducia condiciones similares a las que se encuentran hoy en dia en el corazéon
de las estrellas. Debieron ocurrir esencialmente los mismos procesos fisicos que son
los responsables de la longevidad; el calor y la luminosidad de las estrellas. Una
serie de procesos nucleares fusionaron principalmente hidroégeno, produciendo helio,
y liberando neutrinos y energia en forma de radiacion electromagnética. Esta es la
fuente primaria de energia de nuestro Sol y ocurre a una temperatura minima de unos
tres millones de grados Kelvin.

Conforme el Universo se expande, la densidad espectral del fondo de radiacion se
va corriendo al rojo, dado que disminuye la temperatura, reduciendo la energia de
los fotones, aumentando sus longitudes de onda y enfriando su espectro, de modo
que su temperatura deberia ser inversamente proporcional a la longitud de escala del
universo. Esto permite determinar tanto la constante de Hubble como la edad del
Universo.
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4.5.3. Datos obtenidos del satélite WMAP

El satétite WMAP (Wilkinson Microwave Anysotropy Probe), sucesor de COBE
lanzado en 2001, aport6 datos importantes del Universo. Su edad: 13.7 mil millones
(+/- 200 millones de anos) y su composicion: contiene apenas 4 % de la materia bario-
nica; 22 % pertenece a algun tipo de materia desconocida que no emite luz, (materia
oscura); su componente mayor, 74 %, es una misteriosa densidad energética cuyo
origen no se conoce, (energia oscura) y su efecto principal es acelerar la expansion
del universo. La constante de Hubble, determinada de los datos de WMAP, es de
70(km/s)Mpc+2.4/-3.2, (siendo Mpc las siglas de Megaparsec, que equivalen a una
distancia de 3,26 millones de anos luz). Los datos son consistentes con un universo
plano y proveen un firme soporte a la teoria inflacionaria. Los datos experimentales

caen todos sobre la curva de densidad de Plank correspondiente a la temperatura de
2.74K.

Cosmic microwave background spectrum (from COBE)
400 T T T T T

T T T
COBE data +—+—
Black body spectrum

Intensity [MJy/st]
N
5]
8

Frequency [1/cm]

Figura 4.3: Espectro cosmica de fondo de microondas medida por el instrumento

FIRAS en el COBE.

4.5.4. Proceso expansivo

La cosmologfa inflacionaria predice que después de unos 10737 segundos, el uni-
verso naciente experimenté un crecimiento exponencial que suavizo casi todas las
irregularidades y, las restantes, fueron causadas por las fluctuaciones cuanticas en el
inflaton (campo que ocasionaron el evento inflacion) antes de la formacion de estrellas
y planetas (después de 107 segundos).

A medida que el universo se iba expandiendo, el enfriamiento caus6é una disminu-
cion en la densidad de energia del plasma, lo que resulto favorable para los electrones
a recombinarse con los protones formando dtomos de hidrégeno. Este evento de re-
combinacion ocurrié cuando la temperatura era de 3000 K o cuando el universo tenia
aproximadamente 370.000 anos. Como los fotones no interactiian con estos dtomos
eléctricamente neutros, comenzaron a viajar libremente a través del espacio, dando
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como resultado el desacoplamiento de la materia y la radiacion.

La temperatura del conjunto de fotones desacoplados ha seguido disminuyendo
desde entonces; ahora a 2,7260+ / — 0,0013K, y ésta continuara en disminucién tan-
to como el universo se expanda. La intensidad de la radiaciéon también se corresponde
a la radiacion de cuerpo negro a 2.726 K dado que esta radiaciéon desplazada al rojo
es igual a la radiacion del cuerpo negro a una temperatura inferior. De acuerdo con el
modelo del Big Bang, la radiaciéon del cielo que medimos hoy viene de una superficie
esférica llamada la superficie de ultima dispersion. La mayor parte de la energia de
radiacion en el universo esta en el fondo de microondas, que constituyen una fraccién
de aproximadamente 6 - 107> de la densidad total del universo.

Analicemos las siguientes expresiones:

1 (da\® 4nGpa® K d*a vie

L (da)" _ L de e 48
2 (dt) 3 2 at? 3 (p+3p)a (48)
Por lo tanto, si se conoce p(p) se puede encontrar a, p y p. El término K nos da
informaciéon acerca de la curvatura del espacio-tiempo, siendo:

K =1 — cerrado
K = -1 — abierto
K =0 — chato

y las ecuaciones de Einstein:

D~ 3H(p+9) (4.9)

Existe evidencia de que, a gran escala, nuestro universo parece muy cercano a la pla-
nitud, y por tanto su curvatura global es cerca de cero k ~ 0 (obviamente localmente
esto no se cumple, especialmente cerca de estrellas supermasivas o agujeros negros).
Dado que el parametro de densidad €2 se relaciona con la curvatura K, la constante
de Hubble H y el factor de escala a mediante la relacion:

K
)1 = oy (4.10)

considerando un gas relativista, esto es: {2 = 1, es decir:

t

K=0—p= g — a(t) :am/t— —> Expansion (4.11)
0

—p=—p—a(t)=ay-eV et = Inflacion (4.12)
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4.5.5. Imagenes capturadas por el COBE y WMAP

Figura 4.4: Fotografia del COBE: Muestra las diferencias en las temperaturas de la
tierra. Estas oscilan entorno a los 100°C.

Figura 4.5: Fotografia del WMAP: Muestra las fluctuaciones de temperatura de la
radiacién de fondo del universo. Las diferencias son de 1,/100.000 °C.
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4.6. Materia Oscura

Es importante destacar que el término oscuro no hace referencia a lo que en verdad
es, teniendo en cuenta que todo aquello que tiende a ser oscuro (o negro) manifiesta
una completa absorcion de la luz mientras que la materia oscura no interacciona con
la luz, por lo tanto, podemos darle a priori, cuatro conceptos necesarios para afrontar
este tema en cuestion y, basdndonos en estos conceptos, podremos tener una idea de
la cantidad de materia oscura (desconocida) que inunda nuestra galaxia.

1. La materia oscura — Es transparente.
2. Tiene masa — Interacciona con la gravedad.
3. Es oscura — No interacciona con la radiacion .

4. Es Neutra — No posee carga eléctrica.

Asumamos que podemos pesar la cantidad de materia luminosa (Estrellas) que hay
en nuestra galaxia, lo que nos arroja un valor aproximado de 1,3 - 10'°°A7°% luego
realizamos la misma practica y pesamos la misma galaxia como un todo, lo que nos da
un valor de 9,7 - 10*°A7*?'. A simple vista uno podria darse cuenta que hay una gran
diferencia en el resultado entre ambos experimentos, esto significa que la masa lumi-
nosa que se mide de nuestra galaxia es solo el 20 % del peso de toda la galaxia, dicho
de otra manera, la materia oscura ocupa aproximadamente el 80 % de nuestra galaxia.

CITA: La vida tal como se mos manifiesta es una funcion de la asimetria del
universo y sus consecuencias. Puedo imaginar que todas las especies vivientes son
primordialmente, en su estructura y en su forma externa, funcion de la asimetria
cosmica. (LOUIS PASTEUR)
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4.6. MATERIA OSCURA



Capitulo 5

Analisis Tensorial

“LA MATEMATICA E L’ALFABETO NEL QUALE
D10 HA SCRITTO L'UNIVERSO.”.

Galileo Galilei

(1564-1642)



CAPITULO 5. ANALISIS TENSORIAL 70

5.1. Tensor 1tiles

5.1.1. Tensor Delta de Kronecker

La delta de Kronecker es un tensor de rango 2, simétrico, definido operativamente
como:

1 sii=3
%_{Osﬁ%j (5-1)

Para i =1,2,3;5 = 1,2,3 o bien mediante su representacion matricial:

52']‘ -

O O =

o = O

—_ o O
—~
(@
[\
N—

5.1.2. Tensor de Levi-Civita

El tensor de Levi-Civita es un tensor de rango 3, antisimétrico, definido mediante:

+1 si ¢k forman una permutacion ciclica de 123
€k = § —1 siijk forman una permutacion ciclica de 123 (5.3)
0  sidos (0 més) indices asumen el mismo valor

Esto significa que:

€123 = €321 = €231 = 1

€132 = €312 = €213 = —1

5.1.3. Tensores iso6tropos: d;; y €

Son los tnicos tensores is6tropos en su rango correspondiente (sus componentes
no cambian bajo rotaciones de los ejes de coordenadas). La delta de Kronecker es el
tnico tensor is6tropo de rango 2, mientras que el tensor de Levi-Civita es el tinico
tensor iso6tropo de rango 3 y se vinculan segin la expresion:

€ijk€ilm = 0jI€km — 5jm5kl (5-4)
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CAPITULO 5. ANALISIS TENSORIAL 71

5.2. Propiedades de vectores de 4-D

Introduciremos los 4-vectores (cuadrivectores), como cantidades de cuatro dimen-
siones cuyas componentes se transforman como las componentes dx* con p = 0,1,2,3
bajo transformaciones de Lorentz A, tales que:

AV = A AY — AV = N, AV (5.5)

si A* con = 0, 1,2, 3 denota las componentes de un 4—vector para A, las componentes
del tensor métrico satisfacen:

Npe = nu’V’AZIAZ/ (56)

Para preservar la invariancia del producto escalar entre 4—vectores observados por
distintos observadores inerciales. El producto escalar ha sido definido como:

A-B=n, A"B" = A,B" = A"B, (5.7)

Una de las funciones del tensor métrico es bajar indices. Por propiedad de dicho tensor
podemos escribir los 4-vectores A y B de la forma:

A, =nuA” B, = n,B" (5.8)

Los 4—vectores forman un espacio vectorial que satisface las propiedades de todo
espacio vectorial. Particularmente, si A y B son vectores con componentes A" y B*,
siendo u = 0, ..., 3, entonces:

(A+ B = A* 4+ B*
(A =aA*, aeR (5.9)

Por lo tanto, las componentes de la suma de vectores se transforman bajo una trans-
formacion de Lorentz como:

(A+ B* — (A4 B)" = AW A" + A\¥' B” (5.10)

5.2. PROPIEDADES DE VECTORES DE 4-D
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Por otro lado, como las transformaciones de Lorentz son transformaciones lineales
. . ’ . ’
que relacionan dos sistemas coordenados, los de coordenadas x* y " | mediante z# =
/ ’ . ., . . .
Ay x”y a” = A,z respectivamente, en una relacién continua y biyectiva, entonces
las transformaciones de Lorentz son difeomorfismos que satisfacen:

/

;o Oxt x
© = = V, = ——— = .
A~ e cte A7 D cte (5.11)

Y dejaran invariante la métrica (5.6). Si A es un difeomorfismo arbitrario, tal como
una transformacion de coordenadas, tanto (5.11) como (5.10) también se satisfacen
pero no dejaran invariante la métrica.

5.2.1. Base del espacio de vectores

En el contexto de la relatividad especial, que es formulada en un espacio-tiempo
4-dimensional plano, podemos elegir la base del espacio de vectores dada por:

eo = (1,0,0,0)"
e1 = (0,1,0,0)"
es = (0,0,1,0)"
es = (0,0,0,1)7 (5.12)

El espacio—tiempo plano es conocido como espacio—tiempo de Minkowski. De otra
manera, se puede escribir en funcién de la delta de Kronecker ‘4!’ como e} = ¢! con
4 corriendo sobre las componentes de la base y v sobre los elementos de la base.

1 sip#v

Por lo tanto, dada una base de vectores, un vector arbitrario A puede ser escrito
como:

55:{0 sl 7y (5.13)

A = Ale, (5.14)

Interpretamos el hecho de la ausencia de indices en A como una manifestacion del
caracter independiente de coordenadas.

A= Ale, = AP ey = A (5.15)

Lo que esto nos intenta mostrar es que, aunque las componentes del vector se trans-
formen, el propio vector no lo hace.

5.2. PROPIEDADES DE VECTORES DE 4-D
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5.2.2. Transformacion de vectores base

Si tomamos la expresion (5.15) tenemos que:

A =Ae, =N A,y = A" (A e,) = A%, = A (5.16)

Encontramos la regla de transformaciéon de los vectores base mediante:

e, =Ae, (5.17)

Consideremos que A es un boost a lo largo de la direccion 2!, dado por (3.41). En
este caso, los tinicos vectores base que se transforman son eq y e;, que, de acuerdo a
(5.17), satisfacen:

eo = vey — YBer — ey = veq + Y fer
e1 = vey — yBey — ey = ver + yPeg (5.18)

Esta ecuacion indica que los vectores base se transforman inversamente a las compo-
nentes de vectores. Expresemos la transformacion inversa a A como:
ATt = (A7) (5.19)

Por lo tanto, para obtener la nueva base {e,/} en términos de la base no transformada
{e,}, utilizamos la transformacion inversa (5.19) en (5.17) y obtenemos la transfor-
macién de vectores base:

/

ey =ANe, (5.20)

v

Habiendo partido de las identidades.
Ay A e, =46) Ay Ae, = 55, (5.21)

5.3. Estructuras sobre la variedad

Tomemos nuevamente el objeto 4-dimensional A* y realicemos un cambio de coor-
denadas arbitrario, esto es:

{a"} s {2} (5.22)

5.3. ESTRUCTURAS SOBRE LA VARIEDAD
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Podemos decir que, adoptando el convenio de suma de Einstein, nos queda:

4 ’ ’
/ oz # ox
[ v — AV
A ;:1 A S A 57 (5.23)

Por lo tanto, vimos como el objeto de 4 componentes A* se transforma ante un
. / .

cambio de coordenadas a A*. Un objeto que se transforma de esta manera es un

VECTOR CONTRAVARIANTE.

El elemento de linea que une dos puntos arbitrariamente préoximos de la variedad
también es un objeto contravariante:

ox' ™
ox”

dz'" = dz” (5.24)

De otra forma, los VECTORES COVARIANTES seran del tipo:

ox”

B,=—=
B ox'n™

(5.25)

El gradiente de un campo escalar es un ejemplo de un vector covariante y en general,
a los vectores sobre la variedad se los llama tensores de rango 1.

op Ozt 96

or’v  Ox'v oxr

(5.26)

Podemos hacer una generalizacion y definir los tensores contravariantes (o covariantes)
de rango arbitrario:

n wveces contravariante

! PR “ e ax 123 amg
T P ,U —_— e e e ... —_— ... Tp 527
4—/ oxP ox'v g ( )

m wveces covariante

5.3. ESTRUCTURAS SOBRE LA VARIEDAD
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Esto nos lleva a pensar que podemos escribir los tensores de rango 2 de la siguiente

manera;
/ Oz’ Ox'™v
TH = aia 8:;5 T*% — (2 wveces contravariante) (5.28)
/ Oz Oz
- Top = (2 veces convariante) (5.29)

N Y

T/# o 81'/” 3:136 o

V= e g 1B = (1 vez contravariante y 1 vez covariante) (5.30)
x* dxr”

Un ejemplo de tensor de rango 2 es el tensor de energia-impulso que caracteriza a

cualquier sistema fisico.

5.3. ESTRUCTURAS SOBRE LA VARIEDAD
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Capitulo 6

Introduccion a la Relatividad General

“HENCEFORTH SPACE BY ITSELF AND TIME BY ITSELF,
ARE DOOMED TO FADE AWAY INTO MERE SHADOWS,
AND ONLY A KIND OF UNION OF THE TWO

WILL PRESERVE AND INDEPENDENT REALITY”
Hermann Minkowski

(1864-1909)



CAPITULO 6. INTRODUCCION A LA RELATIVIDAD GENERAL 78

6.1. Principio de Equivalencia

El hecho de que la aceleracion de objetos en caida libre sea independiente de su
masa, es la manifestacion de una coincidencia remarcable en la mecanica newtoniana:
la igualdad entre la masa inercial m; y la masa gravitatoria m.

En la mecénica newtoniana aparecen dos tipos de masas, en distintos contextos y de
distintos tipos. La primera es la masa inercial m;, que aparece en la segunda ley de
Newton como constante de proporcionalidad entre la fuerza F=ma ejercida en un
cuerpo y su aceleracion, por lo tanto, la masa inercial es una medida para la resisten-
cia de un cuerpo a cambios de velocidad. Por otra parte, la masa gravitacional m, es
una medida de como interacciona un cuerpo gravitacionalmente con los demés en el
universo.

El hecho de que todos los cuerpos caigan con la misma velocidad implica que hay una
relacion entre estos dos tipos de masas que se debe cumplir, esto es:

Mg _ Constante (6.1)
m;

Principio de Equivalencia (para campos gravitatorios constantes):

Un sistema en caida libre en un campo gravitatorio constante es equivalente a un
sistema inercial en ausencia de gravedad. Es imposible determinar la diferencia entre
estas dos situaciones a base de experimentos fisicos.

A\
FIN

Figura 6.1: Un observador en caida libre es (localmente) equivalente a un observador
en ausencia de campo gravitatorio. No hay un experimento fisico que pueda distinguir
(jlocalmente!) entre estos dos casos.

6.1. PRINCIPIO DE EQUIVALENCIA
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g

-

Figura 6.2: Un observador en un ascensor acelerado con aceleraciéon constante es in-
distinguible de un observador en reposo inmerso en un campo gravitacional constante.
No hay un experimento fisico que pueda distinguir (jlocalmente!) entre estos dos ca-
SOS.

6.2. Espacio-Tiempo de Minkowski

La métrica de Minkowski ya la hemos utilizado en el capitulo de relatividad espe-
cial cuando hablamos de cuadrivectores y la matriz que define a las transformacion
de Lorentz (3.46), aprovecharemos este apartado para darle una mayor formalidad al
espacio de Minkowski.

Se trata de una variedad de cuatro dimensiones y curvatura nula e isomorfa, en la
cual 3 dimensiones son espaciales y una temporal, de manera que todas juntas sirven

para representar el espacio-tiempo.

Puede escribirse en un sistema de coordenadas cartesianas como:

n=—dz’ ® da® + dz' @ de' + dr* ® d2® + do® @ da® (6.2)
-1 0 0 0
0 100

=10 010 6.3)
0 0 01

Se puede renombrar dichas coordenadas en término de las coordenadas espaciales y
el tiempo en la mecanica newtoniana, es decir: (z°, 2", 2% 2°) — (ct,,y, z) con lo
cual el tensor métrico se escribe mediante:

n=—Cdtdt+dr@dr+dy@dy +dz ®dz (6.4)

6.2. ESPACIO-TIEMPO DE MINKOWSKI
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6.3. Curvatura del Espacio-Tiempo

Einstein propuso que la gravedad no deberia ser considerada como una fuerza en
el sentido convencional si no como una manifestacion de la curvatura del espacio-
tiempo, siendo esta curvatura provocada por la presencia de materia. Esta es la idea
principial de la Teoria General de la Relatividad.

Por lo tanto, si la gravedad es una manifestacion de la curvatura del espacio-tiempo
y no la accién de algin cuadrivector f definido sobre la variedad espacio-temporal,
entonces la ecuacion de movimiento de una particula moviéndose tan sélo bajo la in-
fluencia de la gravedad debe ser la de una particula libre en el espacio-tiempo curvo,

esto significa que P _ 0 donde p es el cuadrimomento de la particula y 7 es el tiempo

-
propio medido a lo largo de su linea de movimiento. Por tanto, la linea de movimiento
de una particula en caida libre bajo la acciéon de la gravedad es una geodésica en el
espacio-tiempo curvado.

Matematicamente, el principio de equivalencia nos dice que en cualquier punto P del
espacio-tiempo debemos poder definir un sistema de coordenadas X* de forma que
en la vecindad de P, el elemento de linea del espacio-tiempo tome la forma:

ds® ~ 1, dX"dX" (6.5)

De la ecuacion de la geodésica, se deduce que el camino que sigue una particula libre
(que solo se mueve bajo la influencia de la gravedad) en la vecindad de P esta dado
por:

d* X! > X+

= ~0— [X*] = (TI,X,Y.Z) — T ~0 (6.6)
En un entorno de P las coordenadas X* definen un sistema cartesiano localmente
inercial, en el cual las leyes de la relatividad especial se mantienen localmente. Para
poder construir un sistema de coordenadas como este, el espacio-tiempo debe ser
una variedad pseudo-Riemanniana. En esta variedad, en un sistema arbitrario de

coordenadas x", el elemento de linea adopta la forma general:

ds® = g, datdx” = n,,dz"dz”
= (dz°)? — (dz')* — (d2?)* — (dz®)? (6.7)

La geometria resultante es pseudoeuclidea dado que ds® no es definido positivo. Por
otro lado, dada la métrica de Minkowski 7, tenemos una inversa de forma tal que:

Nuat™ =0, (6.8)

6.3. CURVATURA DEL ESPACIO-TIEMPO
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6.3.1. Coordenadas localmente inerciales

La curvatura del espacio-tiempo nos impide encontrar unas coordenadas en las
cuales la métrica g, = 1, para todos los puntos de la variedad, de modo que no es
posible definir un sistema cartesiano globalmente inercial, por lo tanto, utilizaremos
un sistema arbitrario 2" que etiquete los puntos de la variedad y diremos que:

En cada punto P del espacio-tiempo, en un sistema localmente inercial X* en el cual,
en una limitada region alrededor de P, le corresponde a un sistema cartesiano que
cae libremente sin rotacion. Matematicamente, esto corresponde a construir en un
entorno de P, un sistema de coordenadas X* tal que:

g;w(P) =N < (aag;w)P =0 (69)

El sistema coordenado de vectores en P forman un conjunto ortonormal, esto es:

eM(P) ’ el/(P> = Nuv (610)

Existen un sin fin de sistemas de coordenadas localmente inerciales en P, todos ellos
relacionados por transformaciones de Lorentz. Si un sistema X* satisface las condi-
ciones (6.9) y por tanto la condicion (6.10), entonces también lo hara el sistema:

X' = ALXY (6.11)

Donde A corresponde a las transformaciones de Lorentz. De este modo, un sistema
cartesiano en caida libre en un punto P, esté relacionado con algtn otro por transfor-
maciones de Lorentz. Para cualquiera de estos sistemas de coordenadas, el vector de
la base de caracter temporal ey(P) es simplemente el cuadrivector velocidad norma-
lizado u(P) del origen del sistema en el punto P, y los vectores de caracter espacial
ortonormales e;(P) definen la orientacion de los ejes espaciales en el marco de refe-
rencia.

Para puntos cercanos a P, la métrica en el sistema de referencia localmente inercial
X* (cuyo origen esté en P), asumiendo (6.9):

1
Guv = Nuv + §(aoapguu)PXUXp (612)

El tamano de las derivadas segundas determinan la region sobre la cual la aproxima-
cion g, ~ 1, sigue siendo valida.

6.3. CURVATURA DEL ESPACIO-TIEMPO
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6.3.2. Curvatura intrinseca de una variedad

Ya que la nociéon de curvatura es muy importante en la relatividad general, nos
interesa tener una manera de cuantificar la curvatura intrinseca de una variedad en
un punto P dado. Una variedad (o region de ésta) es plana si existe un sistema de
coordenadas X* tal que, para toda la region, el elemento de linea puede ser escrito
de la forma:

ds® = e (dX)? + eo(dX?)? + e3(dX3) + ...+ en(dXN)? e, = +1 (6.13)

La existencia de g,,, nos permite separar los puntos en la variedad, respecto de P, en
tres regiones bien definidas.

ds® < 0: Region “TIPO ESPACIO” <= ds’°<0 si v>c
ds? = 0: Region “TIPO LUZ” — ds’=0 si v=c
ds® > 0: Region“TIPO TIEMPO” <= ds’>0 si v<c

Lo que implica que P en la region “TIPO ESPACIO” no estan causalmente ligados a P.
Esta situacion puede representarse graficamente a través del llamado cono de luz.

El cono de luz futuro englobaria todos los “efectos” posibles de un evento dado sobre
otros puntos de la variedad, mientras que el cono de luz pasado englobaria todas las
“causas” posibles sobre dicho evento.

Dicho de otro modo, todo aquello que percibimos en cada instante se halla contenido
en nuestro particular cono de luz pasado, mientras que todo aquello sobre lo que
podriamos influir se encuentra contenido en nuestro cono de luz futuro.

6.3. CURVATURA DEL ESPACIO-TIEMPO



CAPITULO 6. INTRODUCCION A LA RELATIVIDAD GENERAL 83

e

TIEMPO

-

N ¥ r
“CONO pE Luz FUTURC

'/ CONO DE Lyz PASADO

—

Figura 6.3: Las particulas materiales que tengan un estado inicial coincidente con el
origen s6lo pueden sufrir cambios o procesos que los lleven a estados que estén dentro

del cono.

Los sucesos que estén fuera del cono de luz no nos afectaran, y por lo tanto se dice
de ellos que estan situados en zonas del espacio-tiempo que no tienen relacion causal
con nosotros.

CITA: EI tiempo no fluye con la misma rapidez en todas partes. Considerado desde
la Tierra, se retarda cada vez mds hasta llegar a territorios donde se detiene por
completo. En estas remotas regiones del espacio, las cosas no suceden; estdan.
(ERNESTO SABATO)

6.4. Tensor de Energia-Impulso

La relatividad especial nos ensena que la masa de un objeto es s6lo una de las
posibles manifestaciones de la energia y que es posible convertir una cosa en la otra
a través de la relacion E = mc?. Por ejemplo, la masa de un nicleo de helio es menor
que la suma de las masas de sus componentes (2 protones y 2 neutrones), siendo la
diferencia la energfa que se libera en un proceso de fusion nuclear (y neutrinos). Para
que el Principio de Equivalencia siga siendo vélido y la masa gravitacional del ntcleo
de helio sea igual a la masa inercial, la gravedad se tiene que acoplar no sélo a las
masas de los componentes, sino también a la energia (negativa) de ligadura.

La definicién del tensor de energia-impulso (o energia-momento) 7, es el flujo de

6.4. TENSOR DE ENERGIA-IMPULSO
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cuadrimomento p* a través de una superficie ¥ constante. En otras palabras, no es

mas que la generalizaciéon de un vector de corriente j*, siendo el objeto que describe
a este flujo un tensor simétrico 7),, de rango 2.

Recordemos que las ecuaciones de Maxwell en su formulacién tensorial relacio-
nan el campo electromagnético F en cualquier punto con su fuente (el cuadrivector
densidad de corriente j), de manera analoga podemos pensar que las ecuaciones que
relacionan la curvatura con su fuente serén la energia y el momento de la materia.

Para construir las ecuaciones del campo gravitatorio, debemos encontrar primero
una forma covariante de expresar el término fuente. El concepto covariante significa
que todas las leyes fisicas deben adoptar la misma forma en todos los sistema de
referencia, por lo tanto, debemos encontrar un tensor que describa la distribuciéon de
materia en cada punto del espacio-tiempo.

Consideremos ademas, un sistema de referencia S’ moviéndose con una velocidad rela-
tiva v respecto de S. En este sistema de referencia, el volumen sufre una contracciéon
de Lorentz en la direccion del movimiento. Por tanto, el niimero de particulas por
unidad de volumen sera ahora n’ = ny. Ademas, la masa de cada particula en S’
serd m' = ymg. De esta manera, la densidad de materia en S’ sera p’ = v%po.

Concluimos que la densidad de materia no es un escalar, sin embargo transforma como
la componente 00 de un tensor de rango 2. En cualquier punto del espacio, podremos
construir un tensor 71" de rango 2 a partir del producto tensorial de los cuadrivectores
velocidad, y que es coherente con nuestra exigencia de tranformacion de py.

T(z) = p(e)u(z) ® u(z) (6.14)

donde p(x) = p es la densidad propia del fluido que es medida por un observador
comovil con el flujo local y u(z) es su cuadrivector velocidad. El tensor T'(z) es el
tensor energia-impulso de la distribucién de materia. En un sistema arbitrario de
coordenadas x* en el cual el cuadrivector velocidad del elemento de fluido es u*, las
componentes contravariantes de (6.14) son:

™" = putu” (6.15)

Para dar un significado fisico a las componentes del tensor energia-impulso, conside-
ramos un sistema de coordenadas cartesianas localmente inercial en P en el cual las
componentes del cuadrivector velocidad del elemento de fluido son [u”] = (¢, @). En
este sistema de referencia, escribimos las componentes del tensor como:

T = o0 = A2pc®  TY = T = ' = V2put T = puiedd = 4?puinsd

6.4. TENSOR DE ENERGIA-IMPULSO
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siendo cada uno de estos términos:

T%: Densidad de energia de las particulas [¢™2].

T%: Densidad de momento.

T™: Flujo de energia.

T%: Flujo de la componente ¢ del momento por unidad de area en la direccién
7 v esfuerzo por unidad de area ejercida sobre una superficie cuya normal esta
en la direccion j.

El significado fisico de las componentes del tensor energia-impulso 7', nos da una
idea de como generalizar su forma para incluir las propiedades de los fluidos reales
como veremos a continuacion.

6.4.1. Tensor de Energia-Impulso para un Fluido Real

Un fluido perfecto es aquel en donde las particulas no interactiian entre ellas y
donde no hay conduccién del calor o viscosidad en S. Por lo tanto, en S, para un
fluido perfecto (es valido el principio de Pascal), las componentes del tensor 1" son:

2

pcc 0 0 O
0 0 0

me=| g b o | T = e~ (616)
0 0 0 p

Podemos obtener un expresion valida en un sistema de coordenadas arbitrario simple-
mente reemplazando n*” por las funciones de la métrica g"”. De esta manera llegamos
a una expresion completamente covariante para las componentes del tensor energia-
impulso de un fluido perfecto en funcién de su cuadrivelocidad, densidad masica y
presionm:

T = <p + %) utu” — pg"” (6.17)

Se observa que 1" es simétrico y esta compuesto por dos campos escalares, presion p
y densidad p, y un campo vetorial u que caracterizan el fluido.

Dicho esto, la ley de conservacion de la energia y de la cantidad de movimiento
puede expresarse de manera muy simple en términos del tensor de energia-impulso.

V. I" =0 (6.18)

6.4. TENSOR DE ENERGIA-IMPULSO
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6.5. Simbolos de Christoffel

Supongamos que tenemos ‘n’ campos vectoriales que en cada punto forman una
base del espacio tangente {ei,...e,} y un campo vectorial contravariante adicional
{v} de tal manera que este campo puede expresarse en términos de la base anterior,
es decir:

v(x) = ka(x)ek(:zc) (6.19)

Donde v* son las componentes del vector en dicha base. Si se usan coordenadas
curvilineas (z',...2"), los vectores tangentes a las curvas coordenadas cambian de
punto a punto. Eso implica que aun cuando el campo vectorial sea constante en general
sus coordenadas en la base elegida no seréan constantes, por lo tanto, es necesario
considerar la variacion de orientacion de la base vectorial al pasar de un punto a otro,
es decir, para evaluar la derivada (covariante) anterior necesitamos evaluar:

- v

n
k=1

ok = kéek
-ey, + — 6.20
B e ; v St ( )

El segundo término muestra como cambia la base vectorial al recorrer una linea en
coordenadas curvilineas. Es decir, cuando se usan coordenadas cartesianas en (R")
las lineas coordenadas son lineas rectas paralelas a los ejes coordenados, y de alguna
manera en cada punto la base vectorial escogida para medir las coordenadas de un
campo vectorial en todos los puntos estan "sincronizadas".

Debemos tener en cuenta que, al trabajar en coordenadas curvilineas y al pasar de
un punto a otro, los vectores tangentes a las lineas coordenadas usados como base no
coincidiran de un punto a otro y es necesario evaluar su variacién al cambiar de punto.
En general los vectores ey (x) no sélo dependen del punto, es necesario especificar c6mo
se ‘conectan’ los vectores en diferentes puntos y para ello se define una conexién que
en el caso de R" puede representarse como un conjunto de coeficientes:

— =) Then (6.21)

Los coeficientes I'; se llaman SIMBOLOS DE CHRISTOFFEL y definen localmente la
conexion. Entonces, la derivada parcial covariante de un campo vectorial puede ex-
presarse mediante:

6.5. SIMBOLOS DE CHRISTOFFEL
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e, (6.22)

:5332‘:

k=1 k=1 m=1

Usando el convenio de sumaciéon de Einstein y renombrando los indices la expresion
anterior obtenemos:

ok
i oIk, 6.23
= (Gt e (629
Dada una curva t — (z'(t),...,2"(t)) se define la derivada a lo largo de dicha curva:
Dv dv® dz’
— = = — +0v"Tk,; ) = 24
Dt Vv = (dxl +v mz) s (6.24)

6.5.1. Simbolos de Christoffel en un espacio euclideo

Comenzaremos Identificando algunas cuestiones ttiles sobre el tensor simétrico
métrico covariante a g;;:

€ €; = gij (625)

Y su correspondiente contravariante tensor métrico ¢ utilizando superindices siendo
la inversa del tensor covariante gj;.

Por lo tanto, definimos: ge; = €'; como la relacion covariante y contravariante de
vectores bases y ¢g”F; = F"'; como la relacion covariante y contravariante de las
componentes del vector. As1m1smo podemos escribir sus correspondientes relaciones
con subindices: g;;€’ =e; y ng = F; respectivamente.

Simbolos de segunda clase

Descomponen el cambio de base con respecto a la base:

Oe; Oe;
k _ v Lk — v km
LA S e A (6:26)

6.5. SIMBOLOS DE CHRISTOFFEL
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Simbolos de primera clase

Descomponen el cambio de base con respecto a la base dual:

6ei
r ST
oxJ

m 8ez~ m
Prij =10 9me = 5= - €" gmk =

o (6.27)

Reordenando dichas expresiones podemos decir que, para un espacio euclideano (no
curvo):

ae,-
oxd

=TIt e, = [yye (6.28)
Dado la simetria en los subindices de los simbolos de Christoffel se deduce que:

Ther =Ther 5 Tuy =Ty (6.29)

Y si reescribimos lo simbolos de Christoffel de segunda clase respecto de su base dual:

oxd

e’ . ,
=Tt =T =—

6.5.2. Simbolos de Christoffel derivados del tensor métrico
De primera clase

Estos pueden ser derivados de los simbolos de Christoffel de segunda clase y la
métrica, es decir:

1—‘cab = gcdrgb (631)
O simplemente de la métrica:
1 agca agcb agab
Fep = = — .32
"7 2 { oxb * dx®  Ox¢ (6.32)

1
= 5 {gca,b + Geba — gab,c} = [Clb, C] = [ba, C]

6.5. SIMBOLOS DE CHRISTOFFEL
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De segunda clase

Estos son los coeficientes de conexién, en una base de coordenadas, del tensor
Levi-Civita con los simbolos de Christoffel:

Vie; =he, =T}, = {5} (6.33)
cuyas relaciones son:
Vz-ej = Vjei 3 Ffj = Ffz (634>

6.6. Tensor de curvatura de Riemann

El tensor de curvatura, o comunmente denominado R}, o R%, | representa una
medida de la separacion de la métrica de la variedad respecto de la métrica eucli-
dea. Podemos encontrar la soluciéon al problema de la medicién de la curvatura de
una variedad en cualquier punto a partir de la diferenciacién covariante. La derivada
covariante es una generalizacion de la derivacion parcial de vectores. Sin embargo,
difieren en un aspecto importante: cambiar el orden en el cual actia la derivada co-
variante modifica el resultado.

En efecto, podemos decir que el Riemann es una medida de la no conmutatividad del
transporte paralelo o bien, una medida de la desviacion de la geodésica.

Ry, =00+ [T ; [0,]:base coordenada (6.35)
Foo = 0pAs — 05A, = A, < Ty — (I,)3

Rt = 0,05 —0,T,+ ([, T,]
= 3pFZV - aarg,/ + [(Fp Fa)ﬁ - (FU Fp)ﬁ]

=9,y — 0,1, + 't I'g, — T4, T, (6.36)
Recordando que:
Rl/fpo — szc ) Zb = ga (637>

Reemplazando los indices obtenemos:
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RY, = o — 0o, +1¢ 19 —1°¢1% (6.38)

abc

La expresion (6.38) corresponde a un tensor de rango 4 y es denominado como tensor
de curvatura o tensor de Riemann.

Otra forma también vélida de expresarlo es mediante las derivadas de los simbolos de
Christoffel:

1 ( D% 9’ G g D* gk
Rikim = = i . — - o (DY — T TY
Hm (axkaxl drioem ~ axrozm  dwioat ) 9w Cilin = Tinla)
(6.39)
Rikim = Rimir 5 Rikim = — Rkitm = — Rigmu
6.7. Tensor de Ricci y Curvatura escalar
Partiendo del tensor de Riemann:
Ric,, = Ry, = R, (6.40)
De la primera identidad de Bianchi tenemos que:
ngj + szlfﬁ + Rgﬁ,u - O (641)
Ricg, + Ry, = Ricg, + Ricys
——
—Ry, pn=Ric,g
Ric,, = Ric,, (6.42)
Definimos pues, al tensor de curvatura como:
R = g"Ric,, (6.43)

De la segunda identidad de Bianchi tenemos que:
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Rgm/;p + Rgl/p;u + Rgpu;v =0 (6.44)
(Rgm/;p + Rgl/p;u + Rgpu;V) 0 =0
Rocﬁw;p + Raﬁvp;u + Raﬁpu;v =0
(Raﬁul/;p + Ropupy + Raﬂpu;l/)gw =0
———
_Raﬂupw
Rﬂvm + VaRocﬁVp - Rﬁp;v =0
V,Rz, +V*Rag, — VyRg, =0
9% (VR + V*Rapyp — V,Rg,) = 0
V,R—V*R,, —V°*R,, =0
V*(2Rap = gapr) =0

1
\Via (RW — EgWR) =0 (6.45)
Finalmente obtenemos:
1
\Yia (RW — §gWR) =0 (6.46)
Cr

Introducimos al tensor de Einstein como G,

1
G = V" (RW - §gWR) —0

9"V G =0 — | VPG, =0 (6.47)

Es interesante destacar que G, es simétrico respecto de pv y a su vez V¥*G),, = 0,
esto nos lleva a recordar que 7}, posee las mismas propiedades, por lo tanto podemos
hacer lo siguiente:

G =aT,, — a=28rG (6.48)

Vemos que se pone de manifiesto la simetria, la covarianza y la conservacion.
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6.8. Las ecuaciones de Einstein

Recordemos que a cada punto del espacio se le puede asignar un potencial gravita-
torio ® relacionado con la densidad de la distribucion de masa mediate su laplaciano
y con el campo gravitatorio mediante su gradiente:

V2P = 47Gp Vo=—g (6.49)

y su divergencia la cual nos indica que sus fuentes u origenes son escalares (la masa)
y su rotor que nos indica que es conservativo:

V.-g=—4nGp Vxg=0 (6.50)

Esta ley de gravitacion newtoniana es incompatible con la relatividad especial dado
que es instantanea. Asimismo, asumiendo un movimiento circular tenemos:

mu? Mm @ GM
=G =— —5d=— 6.51
R R? R R ( )
Por lo tanto, puesto que v < c¢:
v? D )
c_2:§:§<<1 (6.52)

Estudiaremos la ecuacion de la geodésica en parametrizacion tiempo propio y, en este
régimen de validez, la motivacion estara en relacionar g,, <— .

R Zﬂ: dx¥ dx”

r# — =0 6.53
ds? + P ds ds ( )
Xt 4T XVXP =0 (6.54)

X" : Nos quedamos con la parte temporal

Viy=0 ; VgX=0 ; X=X"), (6.55)

Bajo condiciones NR (No relativistas), en un espacio plano y estatico 9;® = 0

at = (ct,T) =c t§ %@—c dt Lde =c (1 E)
T e at ~ N\arcar) T \he

dt 1dz

= il 6.56
dr == cdr ( )
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Pues tenemos que:

d2X* L (dt\?
F—Frgoc (%) =0

1 1
FgO = §guy (Q@QO/V+M — aug(m) = —59“”8,,900 (657)

Asumiendo que la gravedad no es mas que una manifestacion de la curvatura del
espacio-tiempo, considerando el caso para un campo gravitatorio débil y en coorde-
nadas tales que ¢, = 1, + hy (con |hy,| << 1) el cual la métrica es estatica.

El Christoffel en el limite NR, tenemos que:

It =——g¢"o,
00 29 goo

Joo = Moo + hog — Introducimos el ® débil.

0, : Nos quedamos con las componentes espaciales (0; = 0)

1
oo = —§n“”8uhoo — " =diag(—1,4+1,+1,+1)

Analizamos las distintas componentes (espaciales y temporales):

d*t dt E
K dr? P — ( )
P 1 L (dt\?
n=1— q2 = §aih[)oc <E) (659)
Haciendo una comparaciéon con Newton:
F=mid=—-VVaw = Viyrao = My®grao (6.60)
d?zt 2 ~ N
— = EaihOO —g=-Vo (6.61)
20
= hgy = - + cte (662)
c
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2¢

Por lo tanto, obtenemos que en el limite NR:

goo = — (1 + @) (6.64)

Estas observaciones sugieren que para un campo gravitatorio débil ® y estatico
0,® = 0 en régimen de baja velocidad se condiga con la expresion V2ggo; ademéas
recordemos que la forma maéas apropiada de describir los efectos de la materia esta
dada por el tensor energia-impulso, asi pues, para un fluido perfecto:

e

ct

VQ.QOO = TOO — Too = pC2 (665)

Como comentamos anteriormente en la expresion (6.47), vimos que dicho tensor
tenfa ciertas particularidades que estaban intimamente relacionadas con el tensor
energia-impulso (6.18), siendo que éste esta directamente relacionado con la ley de
conservacion de la energia y de la cantidad de movimiento.

i G

o = KTy — K = —= ~ 2,077 1078N! (6.66)

Propiedades del tensor K,,,:

1. K,, es un tensor de rango 2 y esta relacionado con la curvatura del espacio-
tiempo pues, dicha curvatura deberéd estar en funcién del tensor de curvatura
Riemann R,,,, y del tensor métrico g,,.

2. K, deberfa contener términos que son lineales en derivadas segundas de los
coeficientes de la métrica.

3. Coémo dijimos en (6.18), dado que T}, es simétrico, K, también deberia serlo.

El tensor de curvatura de Riemann R,,,, es lineal en las derivadas segundas de la
métrica, escribiremos al tensor K, en funcion del tensor de Ricci R, y de la curvatura
escalar R. Segun lo antedicho, la forma mas general que se adapta a las condiciones
anteriores es la siguiente:

KV:aRu+bng 6.67
I i 1
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Para encontrar las constantes a y b, nos remitiremos a la expresion (6.18) y segtn lo
dicho en (3) es necesario que:

V, K" =V, (aR" + bRg™) =0 (6.68)

Haciendo una analogia con el tensor de Einstein (6.46), decimos que:

1
Vs (Rbc — 5gbCR) =0 (6.69)

y ademas V,¢"" = 0, obtenemos:

1
V. K" = (§a + b) g"V,R=0 (6.70)
Puesto que la cantidad V, Iz, en general serd no nula en una regién del espacio-tiempo,
concluimos con que b = —a/2. Las ecuaciones del campo gravitatorio quedan de la
forma:
1
a (RW — §gu,,R> = KT, (6.71)

Finalmente, para fijar la constante a, podemos comparar con el limite del campo
gravitatorio débil con la ecuaciéon de Poisson en la gravedad newtoniana. Para que se
de una buena consistencia con la teoria de Newton, debemos exigir que a = 1 y por
lo tanto:

1 81
G,uz/ - Rp,l/ - —QWR == W_Tm/ (672)

2 A

Ecuacion del campo de FEinstein

Asi pues, quedan expresadas las ecuaciones de Einstein del campo gravitatorio.
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Informacién sobre G, :

» La curvatura del espacio se acelera con T, por la ecuacién de Finstein G, .

= R, = g)“’RMW = Tensor de Ricci. (En un espacio plano R, =0).

R = ¢" R, = Escalar de Ricci.

Ry = Tensor de curvatura de Riemann. (En un espacio plano Ry,,, =0)

9w = Tensor métrico.

G = Constante de Newton

6.8.1. El limite para el campo ¢ débil

Aligual que como se habia sugerido en la seccién anterior, para el caso de un campo
gravitatorio débil y estatico en régimen de baja velocidad, trabajaremos con las com-
ponentes ‘00’ tanto para la métrica, el tensor de Ricci, el Riemann y el tensor métrico.

Partiremos de la expresion (6.71):

1 1
<RW — §gm,R) =kl — Ry =k (T;w — §Tgm,> (6.73)

Bajo las consideraciones ya impuestas: g, = M + by (con |hy| << 1) el cual
la métrica es estatica y suponiendo que el espacio esta levemente curvado: ggg ~ 1.
Trabajaremos con Ry, toméndolo del Christoffel en el limite NR:

Roo = 0,1, (6.74)

Hasta el primer orden de h,, es valida la aproximacion:

. 1 ... 1.
60 = —55”8]%100 - R()(] ~ _§5Uaiajh/00 (675>

Por lo tanto:

1 ... 1
—55”(92-@}100 ~ K (T,ul/ — éTgw,> (676)
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Lo que nos permite arribar a la siguiente expresion:

1 ... 1
5(5”&8]-}100 ~ —élipCQ (677)

Consideraciones para llegar al paso anterior:

1. La distribuciéon de materia es tal que: p/c* << p.
2. La velocidad de las particulas tienen velocidades pequenas comparadas con c.

3. Debido a (2), podemos aproximar v &~ 1 y ug =~ c.

Finalmente podemos escribir §79;0; = V?* y segtin (6.63) y (6.66):

1. 1
§5jai8jh00 ~ —EﬁpCQ

2
1 8rG
2f 0~ 4 _
Vb =~ 5P — K= 04
V20 ~ 47Gp (6.78)

La expresion (6.78) pone de manifiesto que, bajo las consideraciones adoptadas en
el régimen (NR), se llega claramente a ecuacion de Poisson de la gravedad newtoniana.

6.8.2. Constante cosmolébgica

Recordando las relaciones (6.18) y (6.68), nos conducia a V,g¢"” = 0. Siendo asi,
podremos tomar la ecuacion (6.68) y anadirle una constante que multiplique a g,,,.
Por lo tanto, esto significa que:

K;w = aR/u/ + bRguV + Ag,ul/ (679)

En la seccién anterior, haber considerado A = 0, suponia contener s6lo términos que
son lineales en las segundas derivadas de g,,, lo que no sucede ahora. Entonces:

1
R, — §gw,R +Ag = =K1, (6.80)
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siendo A una nueva constante universal de la naturaleza conocida como
CONSTANTE COSMOLOGICA.

La constante cosmologica se calcula a partir del ratio de densidad de energia oscura,
la Constante de Hubble y la velocidad de la luz mediante la expresion:

3H2
e 7

A Qp, ~ 1,1056 - 10772 [m 2] (6.81)

actualmente para la constante de Hubble y el ratio de densidad son los proporcionados
por las medidas del satélite Planck:

» Hy=67,66(km/s)/Mpc
n Qy, = 06889
La constante cosmoldgica aparece en unidades de inverso de tiempo al cuadrado, por
lo tanto se la suele multiplicar por ¢2, entonces:
A — Ac? = 9,9367 - 107*°[s? (6.82)

Si tomamos la ecuacién (6.16) vemos que p = —pc?. Esto significa que el tensor
energia-impulso viene dado por:

Ty = —DPGu (6.83)

Por lo tanto, podemos interpretar la constante cosmologica como:

Tlvac) _ A Act N B Ac?
po /{g‘w— (G Puac = TG

(6.84)

Podemos escribir, finalmente, las ecuaciones del campo gravitacional de la siguiente
manera:

1
Ruw = 5o = =1 (T30 + T4 (659

Ecuacion general del campo de Einstein

Es importante destacar que esta practica en su conjunto forma la base matematica
de la Teoria de la Relatividad General.

6.8. LAS ECUACIONES DE EINSTEIN
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7.1. El electromagnetismo de Maxwell

Hasta el descubrimiento de las ondas electromagnéticas, todas las experiencias con
los movimientos ondulatorios indicaban que se necesitaba un medio material para la
propagacion de las ondas, a medida que se fue aceptando el caracter ondulatorio de
la luz, fue natural suponer que alguna clase de medio etéreo llenaba todo el espacio
(incluyendo el vacio). El descubrimiento de la polarizacion habia puesto en evidencia
el caracter transversal de las ondas luminosas.

El éter, para ser soporte de ondas transversales, debia ser un medio elastico de
propiedades muy enigméaticas. Por un lado debia tener gran rigidez para dar lugar a
la elevada velocidad de propagacién pero ademés debia ser lo suficientemente tenue
como para ser practicamente intangible y permitir el curso de los planetas sin pérdidas
aparentes de energia. La ausencia de ondas longitudinales en este medio elastico era
otra fuente de controversias. En el interior de las sustancias transparentes a la luz, las
propiedades del éter debian modificarse para dar cuenta del cambio de la velocidad
de propagacion de acuerdo con la ley de Snell.

Una cuestion importante era establecer la forma en la que el éter interactuaba con

los cuerpos. En un comienzo se pensé que el éter no era modificado por el paso de un
cuerpo sino que penetraba todos los cuerpos permaneciendo inmutable en un estado
que bien podria considerarse de reposo absoluto. La universalidad e inmutabilidad
del éter parecian conferirle la calidad de sistema de referencia absoluto, en el senti-
do newtoniano del término. Como la detecciéon directa del éter parecia imposible, los
experimentos se encaminaron a detectar, al menos, el movimiento de la Tierra con res-
pecto al éter. Como la velocidad de propagacién interviene en la ley de Snell, Francgois
Arago (1786-1853) pensé que la refraccion de un rayo seria sensible al movimiento de
la sustancia refractante. Basandose en esta idea, hacia 1810 realizé experimentos que
no permitieron detectar el movimiento de la Tierra con respecto al éter.
Las ideas béasicas de James Clerk Maxwell acerca del campo electromagnético se pu-
blicaron por primera vez en 1862, en los siguientes 40 anos, la estructura matemaética
de las leyes de la electricidad y el magnetismo se desarrollaron gradualmente, en parti-
cular por Hendrik Antoon Lorentz, y muchas consecuencias de la teoria se observaron
de manera experimental.

Las Ecuaciones de Maxwell muestran que los campos eléctrico y magnético satifa-
cen la ecuacién de ondas. Se llega asi al concepto de ondas electromagnéticas y, por
las propiedades observadas para las mismas, se acepta que la luz es un tipo particular
de onda electromagnética. Maxwell sinti6 la necesidad de que un medio material fuese
el soporte de las ondas electromagnéticas y lo denominé éter. La velocidad de propa-
gacion c , de la onda respecto del éter debia considerarse una propiedad mecénica del
medio. La existencia del éter introduce un sistema de referencia preferencial para las

7.1. EL ELECTROMAGNETISMO DE MAXWELL
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ondas electromagnéticas, que es aquel en que el éter se encuentra en reposo.

CITA: La teoria de la relatividad especial debe su origen a las ecuaciones de Mazwell
del campo electromagnético. (ALBERT EINSTEIN)

7.1.1. Las Leyes de Maxwell

Dada una densidad de cargas eléctricas §(#, ) y una densidad de corriente j(&,t),
las leyes de Maxwell para los campos eléctricos E(Z,t) y magnéticos H(Z,t) vienen
dadas de forma generalizada por:

V- D = dmrkop (7.1)
- OB
= —Kog—— 2
V x E Ko It (7 )
V-B=0 (7.3)
. - 1 4D
H=4 ] — 4
V x TK1 (] + pr 8t> (7.4)

(Con referencia a las constantes k; referirse al sistema de unidades electromagné-
ticas situado en (8.3))

Las relaciones constitutivas son:

—

= fhopt" € = €€ (7.5)
(Constantes Universales (8.1) )

Para nuestro anéalisis emplearemos las unidades de Lorentz-Heaviside lo que implica
considerar py = €9 = 1, por lo tanto las ecuaciones de Maxwell podrian reescribirse
de la siguiente manera:

V-E=p (7.6)

<
X
ey}
I
|
|
>
oy
3
-

<
o]l
|
o
—
\]
00
SN—

x B=>j+-0,FE (7.9)
C C

<l
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Las ecuaciones de Maxwell en su forma diferencial consisten de 8 ecuaciones dife-
renciales lineales acopladas, donde en general se toma como condiciones de contorno
que los campos E y B tienden a cero en el infinito (para sistemas infinitos).

Utilizando el Teorema de Stokes o del rotor y el Teorema de Gauss o de la diver-

gencia sobre un campo vectorial A:

// <§ : /Y) d*r = j{ A - d*z — Teorema de Gauss (7.10)

1% av

/ <ﬁ X ff) nd*r = / A - di — Teorema de Stokes (7.11)
s as

El teorema de la divergencia (7.10) relaciona la integral de una funciéon sobre una su-
perficie con la integral de una combinacion de derivadas sobre el interior del conjunto,
mientras que el teorema de Stokes (7.11) relacionando la integral sobre una frontera
con la integral de una funciéon "derivada'sobre el interior de la region limitada por la
frontera

Las ecuaciones de Maxwell son locales (puntuales), ain asi vamos a reescribir el
paquete de ecuaciones (7.6), (7.7), (7.8) y (7.9) en su forma integral dado que nos
resultard més intuitivo para explicar los fenémenos y aplicaciones en la ingenieria:

jgvﬁ-ﬁd%:/// pd’s (7.12)

E.di=—--2 B ndx 7.13
S r Cdt// n ( )

7
fg B-nd*x =0 (7.14)
i

\%

— 1 —
B-dF:—//j +——//E i d*x (7.15)
s cJJs

Es decir:

<[] )
= dPr E:—///—_.d3r' 7.16
? ///Qp dmeg Q|7 —r'3 (7.16)

La tercera ley de Maxwell (7.14) nos intenta dar el equivalente magnético de la ley
de Gauss. Sin embargo, aqui vemos que el lado derecho de la ecuacion, que corres-
ponderia al término de la fuente del campo magnético, es cero. Dicho de otra manera,
el flujo magnético a través de cualquier superficie cerrada siempre es cero, no existe
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Figura 7.1: Estas expresiones (7.12) y (7.14) nos dice que el flujo del campo eléctrico
E a través de una superficie cerrada es proporcional a la carga total encerrada dentro
de la superficie, mientras que el flujo del campo magnético B a través de cualquier
superficie cerrada es igual a cero.

un equivalente magnético de una carga eléctrica. Mientras que las cargas eléctricas
positivas y negativas pueden existir separadas e independientes unas de otras como se
ve en (7.13), los polos norte y sur de un imén siempre aparecen en parejas. En otras
palabras, no existen fuentes ni sumideros para los campos magnéticos y las lineas de
campo o bien son cerradas, o se extienden hasta el infinito.

Nota: (En la fisica moderna existen soluciones de monopolos magnéticos con propie-

dades muy interesantes propuestas por Dirac pero no hay hasta el momento ninguna
evidencia experimental de su existencia ).

La expresion (7.15), ésta anuncia la ley de Ampere; el primer término de la derecha
de la ecuacion, nos dice que la fuente del campo magnético es la corriente eléctrica. Es
decir, la integral de B a lo largo de una curva cerrada C es igual al flujo de corriente
eléctrica a través de la superficie cuyo contorno es la curva C.

Figura 7.2: Ley de Ampere y Ley de Faraday: Una corriente eléctrica a través de una
superficie genera un campo magnético a lo largo de la curva que bordea la superficie,
mientras que la variacién de flujo magnético a través de una superficie induce una
corriente eléctrica a lo largo de la curva.

7.1. EL ELECTROMAGNETISMO DE MAXWELL
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La ley de Faraday, ecuacion (7.13), dice que un cambio en el flujo magnético a
través de una superficie S induce un campo eléctrico rotacional alrededor de la curva
que bordea S. Este campo eléctrico rotacional general una corriente j que a su vez
causa a través de la ley de Ampere un campo magnético. El sentido de la corriente
jes tal que el campo magnético causado intenta compensar el cambio de flujo del
campo original. Las corrientes eléctricas inducidas por cambio de flujos magnéticos
a través de una superficie son el principio bésico detrads de una dinamo y forman la
base del motor eléctrico.

Figura 7.3: Ley de Ampere: un campo magnético rotacional alrededor de un conductor
lineal infinito y un campo magnético constante en el interior de un solenoide.

. I
I://j-ﬁd2x—>B= (7.17)

2mer

El término de Maxwell como correccion a la Ley de Ampere:

Figura 7.4: El campo magnético Balo largo de una curva C' alrededor del conductor
con una corriente j no es igual al flujo de la corriente pasando por la superficie S
si S pasa entre las dos placas de un condensador. La carga que se acumula en el
condensador crea un cambio en el campo eléctrico, que es el responsable de generar
el campo magnético B.

7.1. EL ELECTROMAGNETISMO DE MAXWELL
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7.2. Cantidades Conservadas

Las mismas leyes de Maxwell indican por su propia estructura que existen cier-
tas cantidades conservadas. Tomando la divergencia de la Ley de Ampere-Maxwell,
ecuacion (7.9), y haciendo uso de la identidad vectorial del apartado (8.2):

o
<l¢
21
X
S
I
o

V-j+8p=0 (7.18)

O bien, en su version integral:

- d
7{ j-ﬁdzx:——///pdgm (7.19)
ov dt v

Dicho de otra manera, el ritmo de cambio de carga en un volumen V es igual al
flujo de corriente que pasa por la superficie que bordea el volumen V. Esta expresion
no solo nos dice que la carga eléctrica esta conservada, sino que también nos dice c6-
mo esta conservada. En otras palabras, nos indica a dénde ha ido la parte que falta:
la posible pérdida (o ganancia) de carga en el volumen debido al flujo de corriente
eléctrica a través de la frontera, dado que para poder derivar esta ley de conservacion
hemos utilizado explicitamente el término de Maxwell de la expresion (7.9).

7.3. Vector de Poynting

Por otra parte, ya que el campo electromagnético es un efecto fisico real, no es de
extranar que se le pueda asignar propiedades fisicas tales como energia o momento,
por lo tanto, podemos tomar la expresion para la energia del campo electromagnético
de las proplas leyes de Maxwell y multiplicar las ecuaciones (7.7) y (7.9) por los
campos B y E respectivamente, esto es:

B (VxB) =5 (-1@5) __15.95
C C

E-(V x B)

- 1—» 1—» - 1

Restando ambas expresiones y haciendo uso de la identidad vectorial del apartado
(8.1), tenemos que:

7.2. CANTIDADES CONSERVADAS
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—

Lo 1 . 4 4w =
V(B x B) = =50, (|IEI*+|IBII?) -7 - E

Definimos entonces:

» V- (E x B) — Vector de Poynting — V - S

1 - - o
> Eﬁt(EQ + B?) — Densidad de Energa Electromagntica — OpFep,

—

> j E — Potencia Mec. por unidad de volumen — — E .,

dt

Finalmente, obtenemos que el ritmo de cambio de energia cinética de las particu-
las cargadas mas el cambio de energia electromagnética respecto del tiempo en un
volumen es igual al flujo de energia a través de dicha superficie, esto es, en su forma
diferencial:

L B d -
V8§ 4 O + o Eein =0 (7.20)

O bien, en su forma integral:

- ¢ Sado= [[[ 5 (BE1BR) @ar [[[ 7Bl @)

CITA: Cualquier simetria diferenciable, proveniente de un sistema fisico, posee su
correspondiente ley de conservacion. (EMMY NOETHER)

7.4. Potenciales electromagnéticos e invariancia de
Gauge

Tomemos de las leyes de Maxwell, la ley de Faraday (7.7) y la ley de la divergencia
(7.8) y escribamos el conjunto de una forma mas accesible haciendo uso de un nuevo
artilugio matematico que mencionaremos a continuacion.

El hecho de que la divergencia de B siempre sea cero, implica, por las propiedades
de divergencias y rotacionales, que podemos escribir B como el rotacional de algin
campo A, es decir:

7.4. POTENCIALES ELECTROMAGNETICOS E INVARIANCIA DE GAUGE
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B=VxA (7.22)

Sustituyendo la expresion obtenida (7.22) en (7.7), tenemos que:

VxE= —lﬁtﬁ x A
c
- 1

Por las mismas propiedades de rotacionales y gradientes, se ve que la combinacion
E + ¢ '9,A es el gradiente de un campo -¢, donde el signo menos se introduce por
futura conveniencia. En otras palabras, podemos escribir el campo eléctrico como:

E=-V¢— %@/Y (7.24)

Los campos auxiliares ¢ y A son los llamados potenciales electromagnéticos. Nosotros
nos apoyaremos en este concepto para desarrollar la teoria de Maxwell.

Dado ¢ y /Y, los campos electromagnéticos E y B quedan univocamente determi-
nados a través de las expresiones (7. 22) (7. 24) pero es interesante notar que, por
el contrario, dados los campos E y B ni ¢y A estéan determinados unfvocamente.
Si cambiamos los potenciales ¢ y A por otros potenciales ¢’ y A" de manera tal que
estén relacionados con los originales, tenemos que:

¢ — ¢ =+ A A— A =A—cVA (7.25)

siendo A = A(Z, t) una funcion arbitraria, entonces los campos eléctricos y magnéticos
E' y B’ generados por estos potenciales ¢’ y A’ toman la forma:

—

— - 1 — — 1 — - 1 — —
E' = V¢ = 0.4 = =V (6 + ) — -0, <A—CVA> = —Vo—-0A=E
B’zﬁxﬁ’zﬁx(ﬁ—cﬁ/\>:§xg—cﬁx§/\:§xﬁ:§ (7.26)

Se ve claramente que los potenciales ¢’ y A’ dan exactamente los mismos campos E
y B que ¢ y A. Es més, dado que A es una funcién arbitraria, hay infinitos potenciales
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que dan todos los mismos campos electromagnéticos y por lo tanto se respetaria el
mismo sentido fisico del problema. Esa transformacion (7.25) de simetria de gauge es
la evidencia de que dicha transformacion en los potenciales no genera un cambio en
los campos y por ende en las fuerzas.

Para completar un poco la idea primordial, deberiamos reemplazar la expresion
(7.24) en (7.6) y (7.22) con (7.24) en (7.9) para obtener las soluciones inhomogéneas
restantes del paquete de ecuaciones de Maxwell. Nos va a ser de utilidad recordar la
identidad vectorial del apartado (8.3) para llegar a la solucién buscada:

=p (7.27)

\Y
I A .
—V2A+V<V At -0, v¢> +o2A = (7.28)

Como podemos ver, la expresion (7.27) es una ecuacion de difusion y la (7.28) seria
una ecuacién de onda de no ser por el término V - A + —9,Vé. Sin embargo, la
c

invariancia gauge nos proporciona la libertad de poder cambiar los potenciales ¢ y A
de modo tal que satisfagan la condicion de interés, es decir:

— — ]_ —
V-A+ -0,V =0— Gauge de Lorentz (7.29)
c

Por lo tanto, habiendo implementado esta condicion, las ecuaciones (7.27) y (7.28)
adoptan la forma de ecuaciones de ondas inhomogéneas en 3 dimensiones:

S - 1
—V2A + C—a,?A = — V3 + g@fgé =p (7.30)
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Finalmente, podemos recolectar los resultados obtenidos y recuperar las ecuaciones
de Maxwell en funciéon de los potenciales:

1 —

0—28,? -V =p (7.31)
— — ]_ —

E=-V¢—-9A (7.32)

C

B=VxA (7.33)
Lopeq_v2i= 13 7.34
2% = EJ (7.34)

Las ecuaciones (7.31) y (7.34) nos dicen como los potenciales interaccionan con
las cargas y las corrientes, mientras que (7.32) y (7.33) nos da la relacion entre los
potenciales y los campos E' y B respectivamente.

7.5. Electrodinamica y Relatividad

En este apartado, vamos a emplear la notacion covariante y contravariante pro-
veniente del espacio real de Riemann, lo cual presupone escribir los invariantes tales
como K, K, en la forma K,K" o K"K,. El tensor métrico sera asignado mediante
g = (1,—1,—1,—1). Por lo tanto, definiendo el cuadrivector corriente como J" = pyu",
siendo py la densidad de carga propia la cual es medida por un observador en repo-
so instantaneo respecto a ella. Siendo que J,J* = pju,u’ = pac® es invariante por
construccion, podemos representar este cuadrivector de la siguiente manera:

Ju = po(7¢, Y0z, YUy, Y05) = (cp, pv) = (cp,J) — p = poy (7.35)
ap aJi  aJ°  aJ” .
VeI os =0= St o = o —[0,J" =0 (7.36)

Se puede ver como, de esta manera, queda de manifiesto la ecuacion de continuidad
en su forma covariante. De la misma manera se pueden escribir los cuadrivectores
potenciales escalar y vectorial:

AY = (¢, A) (7.37)

7.5. ELECTRODINAMICA Y RELATIVIDAD
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y por lo tanto, el gauge de Lorentz en su forma covariante se puede escribir como:

0,A” =0

(7.38)

generalizando dicha idea, podremos escribir los campos electromagnéticos y los po-

tenciales como:

10A OF"  10A’
B=-Vo-tor == "o
0A°  9A" 9AY QA . . :
_ — _ Ez: ZAO_ OAZEFzO
oxt  0x0 Jox;  Oxg — ? 0

E=-

Siendo que:

K, =K"g,, — K'=-K; — K’ = K,

Para el hallar las componentes del campo magnético B =V x A hacemos:

0A%  DA? 0A3  QA?

2 43 342 23
B1:8x2_6x3:_8x2+8x3:31:_814 TOAT=F
0A3  OA! 143 341 _ 3l
2 1
Bgzﬁ—%——ﬂBg:—@lfﬁ%—azAlE—F12

oxrl!  0x2

Reunimos las 3 ecuaciones de E; y de B; y tenemos:

E; =F" FY = _B,

o bien, se puede condensar en la forma:

FW = ghAY — " A FM = —F

Siendo las propiedades del tensor de campo electromagnético:

F,=-F, F'=—F' F°=_F,=F, F?=_F,=Fy

Por lo tanto, podremos escribir F*” en su forma matricial como:

0 —E, —E, —E.
pw_ | B2 0 -B. B,
E, B. 0 -B,
E. -B, B, 0

(7.39)

(7.40)

(7.41)

(7.42)

(7.43)

(7.44)
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7.5.1. Las Ecuaciones de Maxwell en su forma covariante

Consideremos las ecuaciones de Maxwell que poseen fuentes y, dado que las den-
sidades J y p forman un solo cuadrivector (ver expresion (7.35)), podremos escribir
dichas ecuaciones de la siguiente manera:

47

V-E=drp = OF"=—"-J" (7.45)
C
10 4 . 4.
vxp_i0E _dry 9, Fn = 3 (7.46)
c Ot c c

Dicho esto, las ecuaciones de Maxwell con fuentes en su forma manifiestamente cova-
riante podremos expresarlas de la siguiente manera:

1
0, = %J" (7.47)

Tenemos, por otra parte, las ecuaciones de Maxwell sin fuentes:

1
v.B=0o vxE-228_4 (7.48)
c Ot

que se pueden condensar en una ecuacion interna de la siguiente manera:

F? + OPF* + 0'F™* =0 (7.49)

La estructura ciclica que se observa en los indices uvp en la ecuaciéon interna nos
sugiere definir un tensor anélogo al de Levi Civita pero en cuatro dimensiones, esto
es: €u0p, siendo que: ggp1234 = 1, por lo tanto:

*F

1
§€Myo'pFo.p (750)

v

Apoyandonos en esta ultima expresion, reescribiremos las ecuaciones de Maxwell sin
fuentes de la siguiente manera:

8, « F" =0 (7.51)

De esta manera, en (7.47) y (7.51) quedan definidas las 4 ecuaciones de Maxwell en
su forma covariante.

7.5. ELECTRODINAMICA Y RELATIVIDAD
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7.6. Ecuaciones de onda para un medio indefinido

El tema que trataremos en detalle en este capitulo tiene que ver con las comu-
nicaciones. Estudiaremos la propagacion de ondas electromagnéticas infiriendo las
correcciones relativistas necesarias para explicar los fendmenos de transmision de in-
formacion por radiaciéon emitido por los modelos elementales de antenas.

Tomaremos las ecuaciones de Maxwell vistas en el apartado (7.1.1) y haremos uso

de las identidades vectoriales (8.4) debidamente para encontrar las ecuaciones de onda
para medios indefinidos:

Ecuacién para E

— o = a — —
_2 [ [y [—
V2E uat(VXH)
=0 = o (- OE
E “at<°’+€at>

Si el es medio libre, la consideraciéon que se adopta para el vector de corriente de
conducciéon es: J = 0, para nuestro caso, como se trata de un medio indefinido:
J=oF.

ot ot
I OF O*E

Esta es la expresion de onda del campo eléctrico para cualquier medio. Se puede
apreciar que la componente de conducciéon de la ecuacion de onda esta asociada con
el término en derivada primera y, la componente de radiaciéon esta asociada con el
término en derivada segunda de dicha ecuacion.

7.6. ECUACIONES DE ONDA PARA UN MEDIO INDEFINIDO
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Ecuaciéon para H

VR =V x (V x )
. 1D
—V2H = J4e——

Vv V x +€8t>

2 — — a—) —
VH—JVXE—keanE

=) = oH 0*H
211
VH—J;L(at)—i-Sﬂ(atQ)

Por lo tanto, la expresion de onda del campo magnético para cualquier medio queda
de la siguiente manera:

02 H
o2

Para tener otra vision de lo antedicho, podemos reescribir las expresiones (7.52) y
(7.53) en RSP (Régimen Senoidal Permanente), es decir, en funcién de la frecuencia.

V2 {%} = jwp (0 + jwe) {%} (7.54)

7.6.1. Constante de propagacion vy

oo o oH
V2H = Op—r + (7.53)

La constante de propagacion ~ describe en su totalidad el fenémeno de propagacion
de la onda. Esta constante tiene asociados los factores a [Nepers/m| y 5 [Rad/m],
estos indican su coeficiente de atenuacion y de rotacién de fase respectivamente:

vy=a+jp (7.55)
Observando la analogia entre las ecuaciones de onda E y H, podemos escribir lo
siguiente:

V2E = jwpu (0 + jwe) E
———
,72

7 = jwp (o + jwe) = (a+ j6)?
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Trabajando analiticamente las expresiones, se deduce que:

—pew? = o — B ,uaw:2ocﬁ—>ﬁzwzﬂ
a

Sustituyendo adecuadamente tenemos que:
Wo\ 2
o= () = e
4ot + 4aPwPpe — Wrptot =0

Esta expresion es muy sencilla de resolver mediante el método de la resolvente, que-
dandose con el término positivo de la constante de atenuaciéon o tenemos que:

g

1 2 2
1+ e 1 (7.56)

2 _ 1 2 o _
o ——wusl w252+1_1] — |l =wy | —

2

Realizando un proceso similar vamos a encontrar la constante de rotacion de fase 3:

—IU/5CU2:&2_52 ;LUWZQOéﬂ—)a:%
1 o2 € o2
o[ oo E{[fremm]| o

7.7. Potenciales Retardados

Recordando las ecuaciones de onda inhomogéneas (7.30), trabajaremos sobre ellas y
utilizaremos como constante kg = w+/peg = w/c. Con esta seleccion, estas expresiones
se transformaran en las ecuaciones de Helmholtz inhomogéneas.

VA4 2A = —pod VPO 4+ k=L (7.58)
€0
Recordemos que para tener invarianza de Lorentz, las derivadas temporales y espacia-
les deben tratarse en el mismo orden, por lo tanto es conveniente optar por el gauge
o calibracién de Lorentz:

7.7. POTENCIALES RETARDADOS
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p=-—2 (7.59)

107 - > 1 02
— 2 _ . 2
Las expresiones (7.59) son de la forma 4-dimensional que involucra el operador D’ Alembertiano
O(+), un analogo 4-dimensional del Laplaciano en el espacio Minkowski.

En el caso estacionario, estos potenciales se reducen a ecuaciones de Poisson y sus
respectivas soluciones son:

Vi = i = / / / ) oy (7.60)
VA = —ppd = A(r /// I oy (7.61)

Cuando trabajamos el caso no estatico, debe tenerse en cuenta que la senal elec-
tromagnética viaja a la velocidad de la luz. Por lo tanto, si queremos evaluar los
potenciales en un tiempo ¢ en una cierta posicion r, no es el estado de la fuente en
el tiempo t el que realmente cuenta, sino su condicién en un cierto tiempo anterior
llamado ¢, = ¢’ (el tiempo retardado), en el cual el “mensaje” fué enviado. Como el
mensaje viaja una distancia R a una velocidad ¢, por lo tanto:

=ty =t—— R=|F—1| (7.62)
C

De modo que una generalizacion para los potenciales eléctrico y magnético seria:

— _ 1 p/(ﬁ>tr) 3.0 . A= M j(ﬁatr) 3,/

Estas soluciones retardadas dadas por (7.63) solo seran validas en el gauge de Lo-
rentz. De momento, demostraremos que los potenciales satisfacen las ecuaciones de
onda inhomogéneas (7.59).

Comenzaremos trabajando con el potencial escalar hallando su Laplaciano: ﬁ%(ﬁ t):

Vo(F, 1) = 47350 / / / [vp}% LV <%>] i’ (7.64)

o 0z, Vo(r' t,) = pVit, = CVR (7.65)

Oip =
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donde p denota la derivada con respecto al tiempo, 0t = 0t, ya que (7.62).

v

y 1 R
VR=F ; V (E) - (7.66)
o1 pR R\ 4,
Vo(7,t) = o /// "7 PR d’x (7.67)

VZ

e ][

Siendo alguno de estos términos:

1, 1. RY 1 R\
Vp=——pVR=——pR ; V'(Tz)_ﬁ ;v (RQ>—47T5 (R) (7.68)

Por lo tanto, reemplazaremos las expresiones (7.65), (7.66) y (7.68) en el Laplaciano
del potencial, pues:

oo =gi [ff e[t 25
s {1 -]
47r50///d3/{2R 47 pd> (7 — 7)}

{ J[[ TR [ dtampiis 7)}
- s {s ///dw&;”—w}

2 0t? | 4dreg R

€0
1% t)  p(7) [ 1O
2o e D¢_{V———}

Ampd®(R) — LA R

¢ R2

_|_

(o)

4mps3(R) — 2 7R

C
1

2 at2

De este modo queda demostrado que el potencial retardado escalar definido en (7.63)
es soluciéon de la ecuacion de onda. Mediante un procedimiento analogo se podra
demostrar que se satisface también para [JA.
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7.8. Potenciales generados por cargas puntuales

7.8.1. Potenciales de Liénard -Wiechert

Consideremos una carga moviéndose en una trayectoria descrita por el radio vector
(") como mostraremos a continuacion. Para una carga puntual, la localizacion es
una funciéon que depende del tiempo y denominaremos 6°(t).

Trayectora AP
-

Figura 7.5: Descripcion de la trayectoria de la particula.

Asumamos que la carga puntual g, ocupa la pOSlClOIl r (t ) v se desplaza a una velo-
cidad v.(t), la cual general un campo eléctrico E y un campo magnético B que se
desea medir en el punto P en un tiempo t. Las densidades asociadas a dicha particula
sera:

— —

J(7, 1) = a B8 (7 — (1) — R(t) = () = 5
p(7,t) = q.0° (7 —1'(1)) (7.70)
Observando el grafico y haciendo un anélisis geométrico, tenemos que:

|[B()]

r=r'(t')+ R(t') = cte t=t—
c

(7.71)

El campo recibido en el instante ¢ por el observador P tuvo que ser emitido por la
fuente P’ en el tiempo anterior ¢ dada por la relacion (7.71).Es importante resaltar
que, para calcular los campos en el tiempo ¢ en un punto de observacion fijo P, se
tiene que conocer la posicion y el movimiento de la carga en el tiempo de emision ¢’
cuya trayectoria es dada por el vector r/ (')

Imaginemos, de momento, que deseamos calcular el tiempo en el cual permanece
la contribucion del potencial de una particula ¢ que posee un radio b en 7, esto es:

Considerando a la carga en reposo, esto es: At;, = — o en movimiento 7 = ¢3, donde
c

esta velocidad U posee una componente radial que se describe mediante: v, = nv o

7.8. POTENCIALES GENERADOS POR CARGAS PUNTUALES



CAPITULO 7. APLICACIONES EN LA INGENIERIA 118

N CALE
P

Figura 7.6: Radiaciéon emitida por la particula.

lo que es lo mismo: v, = n - ¢f siendo n el versor que apunta desde la carga hasta el
punto de observacion. Por lo tanto, el tiempo de contribucion sera:

At = 2b+ v, At (7.72)

2 2 2 2 At 1
I S S S N _ (773)
c—=v  ¢(1-n-f) c—v 1—n-fB Aty (1—n-fB)

Es interesante destacar que, haciendo tender el radio b de la carga puntual ¢ a cero,
tenemos el equivalente de contribucién de una carga puntual:

_ 1 q _ 1
dmeo R()[1 — ar) - G Ameo

¢(7,1)

q
Sl o

donde dicha expresion debe ser evaluada en ¢ (ver 7.71) para obtener el potencial

en el tiempo posterior ¢. De la misma manera, tomamos j(t') = ¢R(t') = ¢i(t') y
conseguimos el vector potencial magnético para una carga en movimiento:

T ) — Mol 4R(t) _ g
AR = R()[L—a() - G(¢))  4m

L] (7.75)
R(1-n-3)|

Estas expresiones (7.74) y (7.75) son los potenciales de Liénard- Wiechert para una
carga en movimiento.
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7.8.2. Campos asociados a cargas puntuales moéviles

Recordando las ecuaciones (7.32) y (7.33), reescribiremos y trabajaremos con las
expresiones (7.74) y (7.75) para hallar los campos eléctrico y magnético asociados a
dichos potenciales, por lo tanto:

. 1 q 1 [ qc }
’]”7 t = = = =

o7 1) dmegR |1 - R-7/c dmeg |Re— R -0

. . } S| R
Le aplicamos el gradiente a ¢(7,t) y dado que: VR =Ry V (E) =~ resulta:
Vo(F ) = ——v [ ac } = Gre-R-w (776
T, = = = C — v .
Adrey |Re— R-#|  A4meg (Rc—ﬁ-ﬁ)Q

Siendo ¢’ funcion de ¢t y r y debido a el arreglo visto en (7.71), se deduce:

R=c(t—1t) — VR=—cVt' (7.77)

Haciendo uso de la identidad (8.7) del apéndice, tenemos que:

V(R-0) = (R-V)T+(7-V)R+R x (V x 0) +7 x (V x R)
1) (2 3) 4)

81)2' at/ . ,
I Ot
o oy ke Gk

= a R (V) — [(é V) -17] = G(R-VY)

(1) [(F-¥)3] = (Rudh)os = Ru(0s) = R

~

(2) [(ﬁv)ﬁ} - [(ﬁﬁ)FL _ [(a- wﬁL = (00%)Ti — (VDR )T
or; ot
kD D

= v (Ok;) — vk (OkT}) = VkOk; —
= v; — VROt = v;(1 — vROkt")
— (1 -7 V') — [@7. ﬁ)zﬂ — (1 -7Vt
O dvy, Ot Ca
(3) [(V X U)] ) = €Z'jkaj’0k = Ei]’kd—;% = 5ijkvk8jt
¢ J
= cin(0t)ay —> [(6 X ﬁ)} — (V) x @
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(4) [(6 X E)L - [(6 X F’)L _ [(6 x )| =0 =iy

—

= —ei 0t — | (V x é)] — i x (V1)

Reemplazando estas cantidades obtenidas en la expresion en la identidad (8.7), nos
queda:

(RVY)
+ Vi

I
2y

V(R -7) + @
R-a

Il
<y

Usando la ecuacion (7.77) y (7.78) en (7.76), tenemos:

. 1 L .
Vo(F t) = —= _ T+ (-2 + R a)w} T
410 (Re — R - ¥)? Rce—R-U
(7.79)
Por lo tanto, el potencial ﬁgzﬁ nos queda:
Vo — L e [(Re— Rovji+ (@~ + R-a)F (7.80)
dmeo (Re — R - 0)3
El término @/T, procediendo de manera analoga resultara:
> 1 — R R .
g A =1 _ [(Rc ~ R (—m —a) e R a)a} (7.81)
4d7eg (Rc— R-0)? c c

Finalmente reemplazando (7.80) y (7.81) en (7.32), en campo eléctrico nos queda:

- 4dmeq (é . 11')3
R
_ 4q _ [(CQ
4deg (R . 17)3

)7+ (R-@)7— (R - )] (7.82)

donde @ = ¢cR — ¥. Para encontrar el campo de induccién magnético B (r,t) debemos
calcular el rotor del vector potencial magnético V x A:
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_;L—ﬁx[@?-ﬁﬁme.@a+u{aﬁ} (7.83)

Siendo el algoritmo de célculo que relaciona a ambas expresiones (7.82), (7.83):

B(7,t) =

ol

[éxﬁmw] (7.84)

Es evidentemente que el campo magnético de una carga puntual es siempre perpendi-
cular al campo eléctrico, y también es perpendicular al vector que va desde la posicion
retardada hasta el punto de evaluacion del campo.

El primer término de E(7,¢) en (7.82) es proporcional a (¢2 — v*)@ y decae como
el inverso cuadrado de la distancia a la particula. Si la velocidad y la aceleracion se
anulan, este término es el Ginico que sobrevive y se reduce al caso electrostatico normal.
Por esta razon, este primer término se llama usualmente el campo generalizado de
Coulomb; por otro lado, dado que este término no depende de la aceleraciéon también
se le denomina campo de velocidades. El segundo término proporcional a R x (4 x @)
decae como el inverso de la primera potencia de R y es por tanto, el dominante a
largas distancias, este es el término responsable de la radiacion electromagnética y por
tanto se le denomina el campo de radiaciéon; por otro lado, dado que es proporcional
a a se le denomina también campo de aceleraciones. La misma terminologia se aplica
para el campo magnético B(7,t).

7.9. Radiacién emitida por un dipolo eléctrico

Consideremos una distribuciéon uniforme y filiforme de corriente Idl que fluye so-
lidaria al eje z — dz = dl cuya funciéon la podemos describir mediante Iycos(wt).
Lo que nos proponemos es encontrar la influencia del campo electromagnético en el
punto P debido a esta distribuciéon de corriente.

— €,

i /uol(t)d—»l:/uuo[ocos [W(t_%]dl

4T R 4R
. . R
. poloe™te e polol ik
— g —dl v A, = ———e WeeW 7.85
/e AR ” R (7:85)

Haremos un cambio de la variable R — r. Observando el gréfico (7.7) y haciendo
consideraciones geométricas, podemos decir que:
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Az 3

Figura 7.7: Esquema de la antena elemental de corriente. Se desea encontrar la in-
fluencia del campo electromagnético y la potencia en el punto P

. , . w . ,

Es 1til reemplazar el término — por k siendo este el nimero de onda. Por lo tanto,
c

nos quedarfa de la siguiente manera:

B I,L
A7, t) = Ho%o

: - [cos(6)e,. — € sin(6)] '@ =F7) (7.87)
m

Hemos visto que se puede obtener, a través del rotor del vector potencial, el campo
de inducciéon magnético B. Por lo tanto, nos proponemos resolver la ecuacion (7.22)
para hallar la intensidad de campo magéntico H en coordenadas esféricas:

Ho Ho
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o 1 €, reg  rsin(f)e,
VxA=—o—o0 7 d/or 9/00 0/0¢
SO A r Ay rsindAs0

> € 7 sin fey
polo L d/or 9/00 0/0¢ | it

- dmr2sin(0) 1005(9)(3’“” —; sin(@)e~*" 0
IyL 4 1 . 0 .
ot 0] e [

_ MO[OL wt | (1., —tkrY o3 l —ikr s v
= ¢ { (—ike™"") sin(f) + e sin(f) ) | €4

Con lo que H (7, t) nos queda de la siguiente manera:

- Iy L
H(Ft) = €5~

1 .
— : Il BT i(wt—kr)
€6 g [zk + r} sin(f)e (7.88)

Haciendo uso de la ecuacion (7.9) en funcion de los pardametros constitutivos en el
vacio, hallaremos la expresion del campo eléctrico E:

= 1L = = 1 1 & rép  rsin(f)ey
B= eV 1= oz, vsmgy |00 0/00 0/09
e foeo 7 sin(f) 0 0 rsin(0)Hy
1 1 8 9 !
- @ . H B .0 ) H
iweo 2 5in(6) {er 20 (rsin(0)Hg) — reg o (rsin(0)Hy)

- ! . 9 i cAL L) z'(u-;tfkr)
= Gwzo r2sin(0) [er 50 (7‘ Sm(e)%élm* [zk + T] sin(f)e

0 . _ oL |, I i(wt—kr)
- [reg B (r SID(Q)%E lzk + ;} sin(6)e

Realizando las derivadas respecto a las variables correspondientes, E (7, t) nos queda
de la siguiente manera:

= IyL 1 1 ‘
E(7t) =i [Siﬂ(Q) (k2 —iE —) & — 2220 (zk + —2> e?} gilwt—kr)
r r

(7.89)
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Para encontrar la potencia media que transporta la onda es necesario trabajar con el
vector de Poynting < P >:

. 1 /= = 1 1
<P>=-R(ExHx)==R|E, Ey 0|==-R(EsH¢e, — E H}é)
2 2 2 ¢ ¢
0 0 H;
) LL . o k1IN DL e Kk
R (EoHj) = -R {247“0&” sin(6) (k —is = r_z) Ef/@m (—z; + 7“2) sin(0)é, }

_1 .IOL21 2 .13 ;Z % % ;Z/ 1 v
_58‘3{1 {E} w—gosm (0)( ik’ + i > i e

L I2L2k3 sin?(0)
= 67‘—
327m2wegr?

1
2%(}3 H}) =

r o r?

2L st oo (4 1) Ll (_ﬁ ) nioge]

1
2 ]47T50wr
1| [HL]) 1 ) /g /g
= 5?]% [@ {E] w—eosm 2(6) cos(6 (k‘ =0

Para calcular la impedancia intrinseca de la onda en el vacio, basta con realizar el
cociente entre Fy y Hy:

IoLE?
no = |E0| _ 47[r)aowr — k — L (7 90)
i |H¢| % WEQ CEp .

Por lo tanto, deducimos que la potencia que transporta la onda es:

L LLAPsin®(0) . nplRsin’(9) Kr ; (7.91)

< P >= = €
32m2wer?2 &2 "

Se observa que s6lo contribuyen al valor medio del vector de Poynting los términos
de radiacion en el desarrollo de los campos.

7.9. RADIACION EMITIDA POR UN DIPOLO ELECTRICO



CAPITULO 7. APLICACIONES EN LA INGENIERIA 125

7.10. La fisica y la ingenieria detras del GPS

El GPS (Global Positioning System) es un sistema que provee servicios de posi-
cionamiento, navegacion y temporizado a los usuarios de todo el mundo. El sistema
consta de tres partes o segmentos: el segmento espacial, el segmento de control y el
segmento de los usuarios.

El segmento espacial: Consiste en un conjunto de satélites que trasmiten senales de
radio a los usuarios. Los satélites GPS giran alrededor de la tierra en 6rbitas medias
a una altitud de aproximadamente 20.200 km. Cada satélite da dos vueltas a la tie-
rra por dia. Estos satélites estan distribuidos en seis planos orbitales equiespaciados
alrededor de la tierra. Cada plano contiene cuatro posiciones ocupadas por satélites.
Este arreglo de 24 posiciones asegura que los usuarios en cualquier punto de la tierra
puedan ver al menos cuatro satélites en cualquier momento.

El segmento de control: Consiste en una red global de estaciones en tierra que ras-
trean los satélites, monitorean sus transmisiones, realizan analisis y envian comandos
y datos a la constelacion.

El segmento operacional de control incluye una estacion maestra de control, una esta-
cion de control alternativa, 11 antenas de control y comando y 16 sitios de monitoreo.

El segmento a los usuarios: Al igual que la Internet, el GPS es un elemento esencial
de la infraestructura de informacion global. La naturaleza libre, abierta y confiable del
GPS ha llevado al desarrollo de cientos de aplicaciones que alcanzan todos los aspectos
de la vida moderna. La tecnologia GPS ahora esta en todo, desde teléfonos celulares
y relojes de pulsera hasta topadoras, contenedores de envio y cajeros autométicos.

El GPS aumenta la productividad en una amplia franja de la economia, que inclu-
ye la agricultura, la construccién, la mineria, la topografia, la entrega de paquetes y
la administracion logistica de cadenas de suministros. Las principales redes de comu-
nicaciones, sistemas bancarios, mercados financieros y redes eléctricas dependen en
gran medida del GPS para una sincronizaciéon de tiempo precisa.

El GPS salva vidas previniendo accidentes de transporte, ayudando en los esfuerzos
de busqueda y rescate, y acelerando la entrega de servicios de emergencia y ayuda en
caso de desastres. El GPS es vital para el desarrollo de nuevos sistemas de transporte
aéreo, especialmente para mejorar la seguridad del vuelo y aumentar la capacidad del
espacio aéreo, también permite avances en objetivos cientificos como el pronéstico del
tiempo, el monitoreo de terremotos y la proteccion del medio ambiente.

Finalmente, el GPS sigue siendo critico para las fuerzas armadas y sus aplicacio-
nes estan integradas en practicamente todas las facetas de las operaciones militares.
Casi todos los nuevos recursos militares, desde vehiculos hasta municiones, vienen
equipados con GPS.

7.10. LA FISICA Y LA INGENIERIA DETRAS DEL GPS
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7.10.1. Funcionamiento basico del GPS

Primeramente los satélites GPS envian una senal de radio que contiene la localiza-

cion del mismo y el tiempo preciso en el momento del envio ¢;, ademas de otro datos
sobre su estado. Esta informacion esta basada en un reloj atémico a bordo.
Las senales de radio viajan a través de espacio a la velocidad de la luz ¢ = 299,792,458
[m/s]. Los receptores de la senal anotan el tiempo de arribo de la misma ¢, y calculan
la distancia del satélite al receptor mediante la formula d = ¢(t2 — ¢1). Una vez que
el receptor conoce las distancias a al menos cuatro satélites, procede a calcular sus
localizaciéon en la tierra en tres dimensiones.

7.10.2. Localizacién del receptor en el plano

Los satélites miden la distancia desde su posicion hasta el receptor R. A conti-
nuacion describimos como con esta informacién, y conociendo ademas la ubicacion
de los satélite, podemos determinar la localizacion de R. Supongamos que conocemos
los puntos S; y So donde se ubican los satélites y la distancias d; y ds de cada uno
de ellos al receptor. Sabemos que el receptor se encuentra en algin punto sobre la
circunferencia centrada en S; y de radio d;. Al mismo tiempo, debe estar sobre algtin
punto de la circunferencia centrada en Sy y de radio ds. Es decir, teniendo las medi-
ciones de dos satélites, la ubicacion del receptor queda casi determinada: es uno de
los dos puntos Ry, Ry en los que se intersectan ambas circunferencias. (ver figura (7.8))

Figura 7.8: Puntos S; y Sy donde se ubican los satélites y la distancias d; y dy de
cada uno de ellos al receptor R.

Para encontrar las coordenadas de estos puntos en el plano, ubicamos el origen de
coordenadas en S y el semieje positivo de las abscisas en la direccion de SfSQ. Lla-
mamos [ a la distancia entre los satélites. Lo antedicho, graficamente se traduce en
la imagen (7.9).
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Figura 7.9: Coordenadas de los puntos en el plano

Por lo tanto, tenemos que:

di = a5+ yg d2 = (o — 1)* + ¢

Restamos m.a.m ambas expresiones:

di — dy = x5 — (w9 — 1)’
Por lo tanto, operando adecuadamente se deduce que:

42— @2 — [2
ai—ap — T 2 = &2

_ 2
o= 2 0

Encontraremos la relacion con el area de un triangulo
nida anteriormente:

2 g2 g2
— (%) (7.92)

trabajando la expresion obte-

V(di +do+ 1)(dy + dy — 1)(d2 + dy

+ 1) (dy —dy+1)

Yo = ol

Consideremos el tridngulo con vértices Si, Sy v R; de la figura anterior y denominemos

s al semiperimetro de ese triangulo, por lo tanto:

(dy +dy+1)
2

(7.93)
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podremos reescribir la formula para gy, de la siguiente manera:

V(s — (s —d)(s — do)
l

Esta expresion puede interpretarse a partir de la Férmula de Herén que afirma que
el area A de un tridngulo cuyos lados miden a, b y ¢ es en donde s es el semiperimetro:

Yo = 2

_a+b—|—c

A=+/s(s—a)(s—b)(s—c) — s 5

(7.94)

7.10.3. La relatividad general y el GPS

A los fines de sincronizar correctamente los relojes que se encuentran en los satéli-

tes y los relojes en la tierra es necesario tener en cuenta correcciones debido a efectos
relativistas.
Debido a la naturaleza del espacio-tiempo para un reloj que se mueve con el satélite
el tiempo pasara mas lentamente que para un reloj situado junto al observador en
tierra. Por otra parte, un reloj bajo la influencia de un campo gravitacional mas fuerte
también medira el tiempo més lentamente (la fuerza de atraccion gravitatoria decae a
medida que aumenta la distancia a la tierra, por lo cual es mas fuerte en la superficie
terrestre que en la altura a la que se encuentra el satélite).

Si no se tuviese en cuenta el efecto sobre el tiempo que tiene la velocidad del saté-
lite y su gravedad respecto del observador en tierra, se produciria un corrimiento de
38 microsegundos por dia, que a su vez provocarian errores de varios kilémetros en la
determinaciéon de la posicion.

La relatividad especial predice que la frecuencia de los relojes moviéndose a velocida-
des orbitales como la del satélite, v = 4km/s, marcara el tiempo mas lentamente que
los relojes terrestres fijos con un retraso aproximado de 7 microsegundos por dia.

Por otro lado, es la teoria de la relatividad general la que predice que un reloj
mas cercano a un objeto masivo serd mas lento que un reloj mas alejado. Aplicado
al GPS, los receptores estan mucho mas cerca de la Tierra que los satélites, haciendo
los relojes del observador en tierra ser mas rapidos, aproximadamente 45 microsegun-
dos por dia. Al combinar estos dos efectos la discrepancia es de aproximadamente 38
microsegundos por dia. Sin correccion, los errores en la distancia se incrementarian
aproximadamente unos 10 km por dia. Ademas las o6rbitas de los satélite son elipti-
cas y no perfectamente circulares, lo que causa que los efectos varien con el tiempo.
Es decir, la diferencia de velocidad de los relojes de un satélite GPS y un receptor
aumenta o disminuye en funcién de la altitud del satélite, la cual es variable con el
tiempo haciendo necesaria la correccion.
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Al igual que como lo comentamos en el capitulo (6.1) concluimos que tanto el ob-
servador en un sistema acelerado en el espacio libre de campo gravitatorio como el
observador que esta en un sistema en reposo sumergido en un campo gravitacional
obtienen los mismos resultados cuando hacen un experimento de caida libre.

Consideremos en primer lugar un ascensor en reposo respecto de un sistema inercial,
en el cual se han colocado dos relojes sincronizados, uno de ellos en el piso (A) y el
otro en el techo (B) separados por una distancia H.

Or

Figura 7.10: Ascensor en reposo respecto de un sistema inercial

El experimento sugiere que imaginemos que desde (B) se emiten rayos luminosos con
un intervalo constante de tiempo, por lo tanto (A) los recibira con la misma latencia.
Consideremos ahora que el ascensor se desplaza hacia arriba con una aceleracion g
desde el instante inicial.

GO L

Figura 7.11: Ascensor desplazandose hacia arriba con una aceleracion igual a g
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La situacion es ahora muy diferente a la anterior pues mientras que la luz emitida
desde (B) esta viajando, el reloj (A) se mueve hacia arriba. En forma aproximada el
tiempo At en el que la luz cubre el trayecto entre los relojes vale y la velocidad del
ascensor sera:

At=H/c Av = g. At (7.95)

En este caso podremos aplicar el método conocido como Efecto Doppler, el observador
en el piso medira en la senal que recibe una frecuencia fg dada por la expresion:

fe=1Ip (1 + %) (7.96)

donde f5 es la frecuencia propia del reloj (B). La expresion precedente nos muestra
que, visto desde (A), el reloj (B) parece funcionar con mayor frecuencia.

Si llamamos Af a la diferencia entre fg — f5 y haciendo uso de las expresiones (7.95),
deducimos que:

af _g9H (7.97)

fg ¢
Este es un resultado que ha sido deducido a partir de considerar un ascensor acelerado.
La analogia propuesta por Einstein entre los sistemas acelerados y los sometidos a
campos gravitacionales sugiere que el mismo resultado sea valido para dos relojes
ubicados en un campo gravitatorio. Por otro lado, podriamos asimilar al producto
de (¢.H) a la diferencia de potencial gravitatorio (A®) entre dos puntos situados a
diferente altura sobre la superficie terrestre. Es decir:

Af AP
Esta ultima expresion sera de utilidad para el caso del GPS donde los satélites, dada
las alturas de sus oOrbitas, se encuentran en una regiéon con un potencial gravitatorio
muy distinto al de los receptores.

Dado que los relojes involucrados, tanto en los satélites como en los observadores, se
mueven en las observaciones uno respecto de otros y estdn ubicados en puntos dis-
tintos del campo gravitatorio terrestre y por lo tanto es necesario considerar efectos
relativistas como los discutidos anteriormente.
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Como ya es sabido, la velocidad relativa entre el reloj del receptor y los relojes
de los satélites producen un efecto previsto por la relatividad especial (RE:2.3.1) que
hace que los relojes de los satélites se atrasen respecto del reloj del receptor (o que
disminuya su frecuencia).

Ademas, debido a que el potencial gravitatorio en los satélites es menor que en la su-
perficie de la Tierra, se produce un efecto adicional previsto por la relatividad general
(RG:5.3) que adelanta los relojes de los satélites respecto del reloj del receptor. El
efecto conjunto, teniendo en cuenta las alturas orbitales y la velocidad de los satélites
hace que los relojes de los mismos vayan mas rapido que cualquier reloj ubicado sobre
la superficie terrestre.

Por lo tanto, siendo:
= f{: frecuencia emitida
= fy: frecuencia recibida en el receptor

» §":Variacion relativa de frecuencias debida al efecto conjunto resultante de la
velocidad con que orbita el satélite y de su posicion en el campo gravitatorio

5rez:f();f(/):_l (E>2+@ (7.99)
fi 2 \c c?
Aceptando la hipodtesis de que las 6rbitas tienden a ser circulares y considerando la
masa de toda la Tierra (M) concentrada en su centro, se tendra que el potencial
gravitatorio en un punto ubicado a una distancia d del centro seré:

(7.100)

Entonces, la diferencia de potencial entre los distintos niveles de altura entre la su-
perficie terrestre y el satélite viene dado por (h) y sera:

M M
A =G {Rz - i h} (7.101)
Reemplazando (7.101) en (7.99) obtenemos que:
Jo— 1% L/oNe G-Mp |1 1
ol = = —— (= — - 7.102
7 5 () Rr  Rr+h (7.102)
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Los resultados obtenidos luego de resolver la ecuacion (7.102) segin los valores de las
constantes definidas en (8.2) son:

1

Ok = =3 ( ) — 8812107 (7.103)
G-Mr[1 1

S, = =5,2921-107" 7.104

C2 |:RT RT + h:| ’ ( )

5" = 4,4109 - 107° (7.105)

Por lo tanto, se producira un desplazamiento de la frecuencia de:

fo — fo =0,00451H > (7.106)

El efecto relativista predominante en las observaciones se compensa disminuyendo en
0,00451 Hz la frecuencia nominal de los relojes de todos satélites de la constelacion
antes de su lanzamiento. A través de esta metodologia se introduce una correccion
constante para los relojes a bordo de todos los satélites.

Podriamos calcular la variacién que la frecuencia genera en términos de tiempo. Con-
sideremos el efecto acumulado durante un periodo de tiempo, por ejemplo, 24 horas:

AL = T.6useqg (7.107)
AL = —45 Tuseg (7.108)
At = —38,1useg (7.109)

7.10.4. Conclusiones

El aporte de la teoria de la relatividad genera y especial (RG) y (RE) ponen cla-
ramente de manifiesto que el efecto conjunto de dichos tiempos, luego de 24 horas, se
traduce en una alteracion en la distancia de 11.400 metros, es por este motivo que los
valores de frecuencia deben ser compensados, si se ignorasen, derivarian en una per-
turbacion del orden de 11.4 km diarios en la medicién de la distancia satélite-receptor.

CITA: Carta de un astronomo Frances a Emmanuel Macron, presidente de Francia.:
“Sans théorie de la relativité, pas de GPS ” (CEDRIC FOELLMI EST ASTRONOME AU
LABORATOIRE D’ASTROPHYSIQUE DE GRENOBLE)
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8.1. Constantes Universales
(7.1.1)
CONSTANTE SIMBOLO VALOR UNIDAD
Velocidad de la luz c 3-10° m/s
Constante de permeabilidad Lo 41077 H/m
Constante de permitividad Eo 8,85-107 1 F/m
Carga elemental e 1,6021-107" C
Masa electréon en reposo me 9,1091 - 1073 kg
Masa del proton en reposo mp 1,6725-107%7 kg
Masa del neutrén en reposo mn 1,6748 - 10727 kg
Constante de Faraday 9,6496 - 10* C/eqg-gramo
Constante de Planck h 6,63 - 1073 J-s
Constante de estructura fina a 7,30-107° Adimencional
Radio de Bohr Q, 5,29 .10 m
Momento magnético del proton uP 1,41-107% J/T
Constante de Boltzmann k 1,38,107%3 J/K
Constante de gravitacion Gn 6,67 -10"1 N-m2/kg2
Primera constante de radiacion 2mhe? 3,74-1071° W/m?
Segunda constante de radiacion he/k 1,44 -1072 m-K
Constante tensor de Einstein k= 871'0?]\/ 2,077 -107% Nt
Constante cosmologica A= 36—1_53 Ao || 1,1056 - 10752 m?

Cuadro 8.1: CONSTANTES FUNDAMENTALES Y DERIVADAS

8.1. CONSTANTES UNIVERSALES
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Otras constantes ttiles

8.2.
(7.10.3)
CONSTANTE SIMB. VALOR UNIDAD
Frec. nominal de los osciladores atémicos 1o 10,23 Mhz
K
Vel. de los satélites resp. a la sup. de la Tierra v 3,98 Sm
s
Velocidad de la luz ¢ 3-108 m
s
K 2
Ctte. de gravitacion universal G 6,6743 - 107! sz
g
Masa de la Tierra M 5,972 - 10* Km
. : Km?
Ctte. de grav. universal por la Masa de la Tierra || GMryp 398600,4 5
seq
Radio medio de la Tierra Ry 6371 Km
Altura media de los satélites h 20200 Km
Cuadro 8.2: Constantes ttiles

8.2. OTRAS CONSTANTES UTILES
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8.3. Unidades Electromagnéticas

(7.1.1)

Ko K1 €0 140 Sistema
1 L.

1 — 1 1 CGS electrostatico
c

& 1 1 1 CGS electromagnético
1 )

1 — 1 1 CGS Gausiano
c

1 1 107

— || — 471077 MKS Racionalizado

A || A7 || 4w

Cuadro 8.3: Sistema Cegesimal de Unidades

El vinculo entre las 3 constantes kg, k1 y ko viene dado por la siguiente ecuacion:

(Kluo)@

8.3. UNIDADES ELECTROMAGNETICAS
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Identidades Vectoriales

V(FxG)=G - (VXF)—F-(VxQGq) (8.1)
V- (VxF)=0 (8.2)
V x (VxA)+V2A=V(V-A) (8.3)
VxVe=0 (8.4)
V x (pA) = p(V x A) + (Vo) x A=0 (8.5)
Viog) =9 -Vo+o-Vo (8.6)

V(pA) = (Vo) - A+ - (V- A) (8.8)
V(AxB)=B-(VxA) +A-(VxB) (8.9)
Vx(AxB)=A-(V-B)—B-(V-A)+(V-B)-A (8.10)
V- V(po) =2Vo - Vo + V30 + V0 (8.11)

8.4. IDENTIDADES VECTORIALES
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8.9.

Simetrias e identidades

R —R(v,u)

u,v)w,z >= — < R(v,u)z,w >

(u,0) =
(u, v)
(u, v)
(u, v)

u, v
<R
R(u,v)w + R(v,w)u + R(w,u)v =0

R

N

u, v)w, z >=< R(w, 2)u,v >

<V.R)(w,w) + (V,R)(w,u) + (VuR)(u,v) =0

Rabcd = _Rabdc

Rabcd = _Rbacd

Raped + Racav + Raave = 0
Rabcd = Rcdab

Rabcd;e + Rabde;c + Rabec;d =0

8.5. SIMETRIAS E IDENTIDADES
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8.6. Sistemas de Coordenadas

Coordenadas Cartesianas

—

fley,z) 5 f(7) = fa(P)é + [y (F)é; + [(7)é
= Gradiente: 5 P
= Divergencia:
- - 0 0 0
V'f—%f‘i‘a—ij‘&f
= Rotor:
. é; € €k
=10/0, 0/0, 0/0,
fo fy )
= Laplaciano:
0? 0? 0?

or?  0y?> 022
Coordenadas Cilindricas

—

@y, z) = flp,0,2); F(7) = ([, for [2)

s Gradiente: of Lof of
\V4 f = 8—,0 + —a—¢¢ + a—
= Divergencia:
= 7 8(pfp) 1af¢ afz
Vf_p d  poe 02
= Rotor: 5
] o 2
Vxf=-10/0p 0/0p 0/0=z
IV ofe  F
= Laplaciano:

10 [ of 19%f  2f
2 _ = - s _ 7
V= pOp (pap) T 206 B

8.6. SISTEMAS DE COORDENADAS
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Coordenadas Esféricas

—

f(m,y,z)—)f(R,0,¢); f(F):(fRaf97f¢>)

s Gradiente: o/ 1o/ | of
= _O0fp 10f, of
VoI =art 90" T Remoao®
= Divergencia:
Vol=qaar W)+ pangas®ml 5+ 5 ae
» Rotor: . .
L r RO  Rsinfo
Vxf= g J/OR 0/00  0/0¢
REsinf | R, rsingf,
= Laplaciano:
1 0 of 1 0 (. of 1 0*f
20, _ + O [ 90] o 95 o]
V= o (T aR) T R 5o o0 (Smga@) T R2sin’0 047
Coordenadas Generalizadas
s Gradiente | 9%
. g
o — -
v Z hi 0g; “
= Divergencia
o o 0 0 0
F = |—(A{hsh —(Ashih —(Ashih
\Y L,)ql( 112 3>+8q2( 21 3)+0q3< 3hy 2)}
= Rotor
B . 1 hlél hgég hgég
VxF= T 0/0q1 0/0qy 0/0qs
1253 hyF, hoF,  hsF,
= Laplaciano

1 0 [ haohs 0D 0 [ hihs 0P 0 ([ hihy 0P
w10 i () (i) s (22
( ) hihahs 8q1 hy 3611 892 hy aQ2 a% hs 8q3

8.6. SISTEMAS DE COORDENADAS
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9.0.1. A

Agujeros Negros: Son el resultado final de la muerte de una estrella super-
masiva. El objeto resultante tiene un campo gravitatorio tan intenso que su
velocidad de escape supera la de la luz. Por ello, ningiin objeto microscopico o
macroscopico que entra en el agujero negro puede escapar de él. En términos
de la relatividad general, se dice que el espacio que rodea a un agujero negro
alcanza una curvatura infinita y se convierte en una singularidad donde deja de
existir el espacio y el tiempo.

Anisotropia: La caracteristica de depender de la direccién. La luz que llega con
igual intensidad desde todas las direcciones (la luz del Sol, la de una bombilla
en una habitacioén) es isotrépica. El haz de un foto que sigue los pasos de una
bailarina sobre el escenario, es anisotropico. La radiacién césmica de fondo es
generalmente isotrépica, o lo que es lo mismo, su intensidad es la misma en
todas las partes del cielo, pero se han detectado pequenas anisotropias.

Asimetria: Violacion de la simetria.

9.0.2. B

Barion: Hadrén con espin semientero. Los nucleones son bariones. De acuerdo
con la teoria actualmente aceptada, los bariones estan constituidos por tres
quarks unidos por gluones. Los bariones Poseen un niimero cuantico, el nimero
bariénico es +1 para bariones y -1 para antibariones, 1/3 para quarks, -1/3 para
antiquarks y 0 para las demas particulas como electrones, neutrinos y fotones.
La densidad de materia que podemos ver y detectar en el universo, como los
planetas, estrellas o galaxias, se debe fundamentalmente a los bariones.

Big Bang: Teoria cosmoldgica en la que toda la materia y energia del universo
se originé a partir de un estado de enorme densidad y temperatura que exploto
en un momento finito en el pasado hace unos 13.700 millones de anos. Esta
teoria explica de forma satisfactoria la expansion del universo, la radiacion de
fondo de microondas observada, caracteristica de la radiacién de cuerpo negro a
una temperatura de aproximadamente 3 K y la abundancia observada de helio
en el universo, formado en los primeros 100 segundos después de la explosion a
partir del deuterio a una temperatura de 10.000.000.000.000 K (10 billones de
grados Kelvin).

9.0.3. C

Causalidad: Doctrina segiin la cual toda nueva situacion debe haber sido el
resultado de un estado anterior.
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Conexion: En geometria diferencial, la conexiéon es un objeto matematico de-
finido en una variedad diferenciable que permite establecer una relacién o ¢o-
nectar"la geometria local en torno a un punto con la geometria local en torno
a otro punto.

Conservacion: Leyes que identifican una magnitud, como la energia, que per-
manece inmutable a lo largo de toda una transformaciéon. Se piensa que todas
las leyes de conservacion involucran simetria. Esta ley nos dice que la magnitud
total de una cierta propiedad fisica de un sistema, como la masa, energia o car-
ga, se mantienen invariante incluso cuando hay intercambio de esa propiedad
dentro de los componentes del sistema.

Constantes fundamentales: Aquellos parametros que aparentemente no han
cambiado durante la evolucién del universo.

Contraccion de Lorentz: Disminucién en la longitud observada de un objeto
a lo largo del eje de su movimiento, percibida por un observador externo que
no comparte su velocidad.

Corrimiento al rojo: Desplazamiento de las lineas espectrales en la luz prove-
niente de las estrellas de las galaxias distantes, que se considera producido por

la velocidad de alejamiento de las galaxias en un universo en expansion (Ley de
Hubble). Efecto Dopler

Cosmologia: Ciencia que se ocupa de estudiar la estructura, composicion y
evolucion del universo como un todo. Combina la astronomia, la astrofisica, la
fisica de particulas y una gran variedad de enfoques matematicos que incluyen
la geometria y la topologia.

Covarianza / Contravarianza: Referida a los tensores, describen el compor-
tamiento ante un cambio de base.

Cuerpo negro: Cuerpo que absorbe toda la radiacion que incide sobre él. Tiene
por lo tanto, emite y absorbe todo lo que recibe.

9.04. D

Densidad de la materia y densidad critica: Densidad de materia que se
obtendria si toda la materia contenida en las galaxias fuera distribuida a lo largo
de todo el universo. Aunque las estrellas y los planetas tienen densidades ma-
yores que la densidad del agua (~ 1gr/cm?), la densidad media cosmoldgica es
extremadamente baja (menos de 10~?gr /cm?) ya que el universo esta formado
casi exclusivamente por espacio virtualmente vacio entre galaxias. La densidad
media de materia determina si el universo continuara expandiéndose o no. La
densidad critica es la densidad media de materia requerida para que la gravedad
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detenga la expansion del universo. Un universo con una densidad muy baja se
expandira por siempre, mientras que uno con una densidad muy alta colapsara
finalmente.

Difeomorfismo: Es un mapeo diferenciable, biyectivo e invertible que relaciona
un espacio continuo y localmente plano (variedad) con otro. Las transformacio-
nes de Lorentz son difeomorfismos del espacio—tiempo plano en si mismo. Dadas
dos variedades P y Q, una aplicacion f : P — Q es un difeomorfismo si es un
homeomorfismo diferenciable con inversa diferenciable.

9.0.5. E

Electrodinamica: Estudio de la conducta de las fuerzas electromagnéticas.

Electromagnética, interaccién: Una de las cuatro fuerzas fundamentales del
universo que, siendo diferentes, tienen en comin que pueden ocurrir entre los
cuerpos, incluso cuando éstos no estén en contacto fisico. (Concepto de campos)

Energia: Medida de la capacidad de un sistema para producir trabajo.

Entropia: Medida de la no disponibilidad de energia de un sistema para produ-
cir trabajo; en un sistema cerrado, un aumento en la entropia esta acompanado
por un descenso en la energia disponible.

Espacio-Tiempo: Es el escenario donde ocurren todos los eventos fisicos, se
representa por una variedad real cuadridimensional diferenciable.

Espectro: Registro de la distribucion de materia o energia (por ejemplo luz)
por longitud de onda. Se estudia el espectro para conocer la diversidad de la
composicion quimica y el movimiento de las estrellas y galaxias.

Estandar, modelo: Combinacién de la cromodindmica cuantica, para descri-
bir interacciones fuertes; la teoria electrodébil, para una descripcion unificada
de la interaccién electromagnética y las interacciones débiles. El modelo estan-
dar explica las particulas que componen la materia: quarks, hadrones, leptones,
mesones y las particulas mediadoras, los bosones intermediarios: fotén para elec-
tromagnetismo, las particulas vectoriales W W~ y Z° para la fuerza nuclear
débil y el gravitén para la fuerza de la gravedad.

Estrella: Bola de gas luminosa que desde su formacion a partir de nubes de
gas y polvo comienza a fusionar el hidrogeno en helio. La masa maxima de
una estrella es 120 masas solares, por encima de la cual serfa destruida por su
propia radiacion. La masa minima es de 0.008 masas solares; por debajo de
ella, los objetos no serian lo suficientemente calientes en sus niicleos como para
que comience la combustién del hidrégeno o proceso de fusién nuclear necesario
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para que una estrella comience a brillar y emitir radiaciones termonucleares
en forma de luz y calor; estos pequenos objetos son las estrellas marrones.
Las estrellas brillan como resultado de la conversién de masa en energia por
medio de las reacciones nucleares, siendo las mas importantes las que involucran
el hidrégeno. Por cada kilogramo de hidrogeno quemado de esta manera, se
convierten en energia aproximadamente siete gramos de masa. De acuerdo a
la formula de Einstein, E = mc?, los siete gramos equivalen a una energia de
600.000.000.000.000.000.000 J. (600 trillones de Jouls).

Expansion del universo: Aumento constante en el tiempo de las distancias
que separan las galaxias unas de otras sin que estas se muevan debido a la
expansion del espacio-tiempo.

Fisica: Ciencia que estudia las leyes que determinan la estructura del universo
con referencia a la materia y la energia de la que esta constituido. Se ocupa de
las fuerzas que existen entre los objetos y las interrelaciones o correspondencias
entre la masa y la energia.

9.0.6. F

Fuerza: Agente que tiende a cambiar el momento de un cuerpo masivo. Es
definido como una magnitud proporcional al ritmo de cambio del momento.
Para un cuerpo de masa m que se desplaza a velocidad v, el momento es p = muv
v la fuerza F = dp/dt = ma.

9.0.7. G

Galaxia: Coleccion de estrellas, polvo y gas unidos por la atraccién gravitato-
ria que se genera entre sus diversos componentes. Las galaxias son usualmente
clasificadas por su forma en elipticas, espirales o irregulares. Las galaxias elip-
ticas aparecen como nubes elipsoidales de estrellas con muy poca estructura
interna aparte de un niicleo mas denso (en algunos casos). Las galaxias es-
pirales son colecciones de estrellas con forma de disco plano con prominentes
brazos espirales. Las galaxias irregulares no tienen estructura o forma aparente.
El Sol pertenece a una galaxia espiral conocida como Galaxia o Via Lactea,
que contiene de 100.000.000.000.000 a 400.000.000.000.000 estrellas (100-400
billones de estrellas) con una edad de 13.51 billones de anos y un didmetro de
1.420.000.000.000.000.000 km a 2.170.000.000.000.000.000 km (150.000-230.000

anos luz).

Geodésica: Se puede hablar de geodésicas en ‘espacios curvados’ (o variedades
riemannianas) en donde, si el espacio contiene una métrica natural, entonces




CAPITULO 9. GLOSARIO 146

las geodésicas son (localmente) la distancia méas corta entre dos puntos en el
espacio.

Grupo: Es una estructura algebraica que consta de un conjunto con una ope-
racion que combina cualquier pareja de sus elementos para formar un tercer
elemento. El par ordenado (A, ) es un grupo si y solo si * es una ley interna en
A, asociativa, con elemento neutro y tal que todo elemento de A admite inverso
respecto de .

9.0.8. H

Hadrones: (Espin semientero) Clase de particulas subatémica que interaccio-
na fuertemente. Son una familia que esta subdividida en dos ramas: Bariones
(protones, neutrones, sigma, lambda, omega) y Mesones (Espin entero) (piones,
kaones, psi, etc.).

Hilbert, espacio de: Espacio vectorial lineal que pude tener un ntimero infinito
de dimensiones. El concepto es de gran interés en fisica porque el estado de un
sistema en mecanica cuantica se representa por un vector en un espacio de
Hilbert.

Hipotesis: Proposicion cientifica que pretende explicar un conjunto determi-
nado de fenémenos; menos vasta y no tan bien confirmada como una teoria. La
hipétesis mantiene una idea que puede o no ser cierta.

Homeomorfismo: En topologia, un homeomorfismo (misma forma) es una
funcion de un espacio topologico a otro, que cumple con ser una funcién biyectiva
continua y cuya inversa es continua. En este caso, los dos espacios topologicos
se dicen homeomorfos.

Homomorfismo: En matematicas, un homomorfismo (morfismo) preserva des-
de un objeto matematico a otro la misma estructura algebraica.

Hubble: El ritmo al que se expande el universo, aproximadamente igual a un
aumento de la velocidad de 50 kilémetros por magaparsec de distancia.

9.0.9. 1

Indeterminacién: Principio de indeterminacién de Heisenberg; principio de in-
certidumbre (o inserteza), en virtud del cual no es posible conocer con precision
ilimitada tanto la posiciéon como el momento de una particula simultaneamente.

Inercia: Propiedad de la materia que hace que se resista a cualquier cambio en
su estado de movimiento.
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Invarianza: Es algo que no cambia al aplicarle un conjunto de transformacio-
nes, en otras palabras, se dice invariante respecto de o bajo una transformacién
si permanece inalterado tras la accién de tal trasformacion. La simetria también
puede ser considerada una forma de invarianza.

Isomorfismo: En matematicas, un isomorfismo es un homomorfismo que admi-
te inversa. El concepto matematico hace referencia a la idea de tener la misma
estructura. Dos estructuras matematicas entre las que existe una relacién de
isomorfismo se llaman isomorfas.

Isotropia: Es la cualidad de ser igual en todas las direcciones, es exactamente
lo contrario a la anisotropia que es distinta en diferentes direcciones.

9.0.10. L

Ley: Teoria de tal amplitud y aplicacién invariable que su violacion se considera
imposible. Ley de conservaciéon de la masa, energia, etc.

Linea del universo: Trayectoria seguida por un objeto en el espacio-tiempo.
El hecho de que el espacio-tiempo sea cuatridimensional hace que las lineas
de universo sean dificiles de visualizar, pero si el universo tuviera sélo una
dimension espacial y una temporal, podria dibujarse la linea del universo en un
grafico con el tiempo en el eje vertical y la distancia en el eje horizontal.

Luz, velocidad: Velocidad de la causalidad. Definida exactamente por el valor:
¢=299.792.458m//s.

9.0.11. M

Masa: Medida de la cantidad de materia de un objeto; se trata de una pro-
piedad intrinseca de la materia y es una medida de la resistencia al cambio de
movimiento. Medida de la participaciéon en las interacciones.

Materia oscura: Materia no bariénica, es decir, no contiene ni protones ni
neutrones. Interactia con la gravedad, no interactia con la radiaciéon y no posee
carga eléctrica.

Microondas de fondo: Referida a la radiacion de fondo de microondas que
inunda todo el universo como consecuencia del momento de la neutralizacién
de la materia cuando se empiezan a formar los atomos y la materia empieza a
ser transparente para la meteria.

Monopolo magnético: Entidad magnética hipotética consistente en un polo
norte o sur elemental aislado. Ha sido postulado como una fuente de campo
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magnético en analogia a la forma en que las particulas eléctricamente cargadas
producen un campo eléctrico. Se han disenado numerosos experimientos inge-
niosos para detectar los monopolos, pero hasta ahora, ninguno ha producido un
resultado definitivo.

9.0.12. N

Nodo: Punto de minima perturbaciéon en un sistema de ondas estacionarias
(Fisica). Cualquiera de los dos puntos en los que la érbita de un cuerpo celeste
inercepta con un plano de referencia, habitualmente en el plano de la eliptica o
el ecuador. (Astronomia.)

9.0.13. O

Onda: Propagacion de la energia mediante vibraciones coherentes que satisfacen
la ecuacién de onda.

Orbita: Es el camino a través del espacio de un cuerpo celeste alrededor de
otro.

9.0.14. P

Parsec: Unidad basica de distancia estelar correspondiente a una paralaje tri-
gonométrica de un angulo de un segundo arco, es decir, es la distancia a la
que una unidad astronémica subtiende un arco de un segundo en su angulo. El
parsec es igual a 3.2612 anos luz.

Plasma: EIl cuarto estado de la materia que consiste en electrones y otras
particulas subatémicas sin ninguna estructura de un orden superior a la de los
niicleos atémicos. Se trata de un gas altamente ionizado en el que el niimero de
electrones libres es aproximadamente igual al niimero de iones positivos.

Protoestrella: Estrella en proceso de formacion o en la fase mas temprana de
su vida, condensandose a partir de una nube de gas y polvo, antes del comienzo
de la combustion nuclear. Su masa aumenta durante unos 100.000 anos a medida
que cae materia en ella de la nube circundante.

9.0.15. S

Simetria: Conjunto de invariancias de un sistema. Al aplicar una transforma-
cién de simetria sobre un sistema, el sistema queda inalterado. La simetria es
estudiada matematicamente usando teoria de grupos.
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» Simetria de gauge: Una simetria interna local y continua. Una transformacion
de simetria es interna cuando solo afecta las variables dindmicas que definen al
sistema, por ejemplo, diferentes cualidades de los observables. Cuando existe
una conexion de la simetria interna con las coordenadas espacio- temporales
por medio de los parametros de la simetria, nos encontramos en el caso llamado
transformaciones de gauge.

» Singularidad: Punto de curvatura infinita del espacio donde las ecuaciones de
la relatividad general pierden su validez. Un agujero negro es una singularidad;
lo mismo, quiza, el universo en el primer momento del tiempo. Se dice que es el
punto matematico en el que ciertas cantidades fisicas alcanzan valores infinitos.
Asi lo demuestra la relatividad donde sus ecuaciones nos dice que la curvatura
del espacio tiempo se hace infinita en un agujero negro, o lo que es lo mismo,
en ese punto que llamamos singularidad, el espacio y el tiempo dejan de existir.

9.0.16. T

= Tensor métrico: Elemento matematico de la geometria diferencial. El tensor de
curvatura es una de la nociones métricas mas importantes, es una generalizacion
de la curvatura de Gauss a dimensiones més altas. (Tensor de Riemann y Tensor

de Ricci).
» Teoria: Corresponde a todo aquello que tiene validez en una cierta escala.
» Tiempo: Dimensién que distingue el pasado, presente y futuro.

» Topologia: Rama de la geometria que se ocupa de las propiedades de los objetos
geométricos que permanecen inalteradas bajo deformaciones continuas, como el
doblado o el estirado.

» Transporte Paralelo: En matematicas, un transporte paralelo en una variedad
M con conexion especificada es un modo de transportar vectores sobre curvas
diferenciables de manera que permanezcan ‘paralelos’ respecto a la conexién
dada. Es decir, un campo vectorial X sobre una curva diferenciable v se llama
paralelo si: Vi»n X = 0.

9.0.17. U

= Universo; abierto, cerrado, plano, curvo: Modelos cosmolégicos en los que,
el universo, en funcién de la masa critica (cantidad de materia que contenga),
serd de una u otra forma. Friedman nos dice que si la densidad critica es menor
que la ideal, el universo se expandira para siempre; si es menor, la gravedad
frenara su expansién y todas las galaxias volveran sobre sus pasos hasta reunir,
en un solo punto, toda la materia del universo en una enorme bola de fuego,
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el Big Crunch. El modelo de Einstein- De Sitter, por el contrario, nos presenta
un universo con exactamente la masa critica ideal; el universo plano que se
expandira por toda la eternidad. (En cualquiera de los casos, el final no es muy
alentador para nosotros, o morimos por el calor o por el frio. Claro que, para
cuando eso tenga que ocurrir, seguramente ya no estaremos aqui).

9.0.18. V

Variedad: Es un objeto geométrico estandar en matematica que generaliza la
nocion intuitiva de curva (1-variedad) y de superficie (2-variedad) a cualquier
dimension y sobre cuerpos diversos (no solamente el de los reales, sino también
complejos y matriciales).

Variedad pseudoriemanniana: Es una variedad diferenciable equipada con
un tensor métrico (0,2) diferenciable, simétrico, que es no degenerado en cada
punto de la variedad. A diferencia de un tensor métrico riemanniano no tiene
por qué ser definido positivo. Matematicamente el espacio-tiempo curvo que
usa la teoria de la relatividad es un variedad pseudoriemanniana con curvatura
dada por la densidad de energia-impulso.

Variedad riemanniana: Es una generalizacion del concepto métrico, diferen-
cial y topolégico del espacio euclidiano a objetos geométricos que localmente
tienen la misma estructura que el espacio euclidiano pero globalmente pueden
representar forma “curva”. Los ejemplos més sencillos de variedades de Riemann
son precisamente superficies curvas de R® y subconjuntos abiertos de R".
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11.1. Presentacion de la encuesta

En este capitulo se presenta la encuesta dirigida a los ingenieros y alumnos avanza-
dos de ingenieria de las diversas especialidades. Dicha encuesta dara una visiéon sobre
los temas desarrollados en los capitulos anteriores.

La encuesta consiste de 30 preguntas del tipo “multiple choice” relacionados con la
fisica contemporanea y alguna de las conexiones con la ingenieria.

11.2. Consigna

Lea cuidadosamente cada item y marque la opciéon que considere correcta, tenga
que cuenta que solo una las opciones es verdadera.

Valoracion:

ftems: 1, 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 20, 21, 22, 24, 25, 26, 27, 28 y 30
sumaran 3 puntos cada uno.

Items: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23 y 29 (primeros 10 niimeros primos) sumaran
4 puntos cada uno.

1. La masa gravitacional e inercial aparecen con papeles muy distintos y el hecho
de que sean iguales justifica expresamente el principio de equivalencia y la ter-
cera Ley de Kepler. Por lo tanto, la masa inercial:

a- Nos da informacion acerca de la fuerza de atraccion o repulsion entre dos
cuerpos.

b- Nos da informacion acerca de la fuerza aplicada en un cuerpo en un instante
dado.

c- Nos dice cual es la aceleraciéon que va a tener un cuerpo sobre el cual se esta
ejerciendo una cierta fuerza.

d- Ninguna de las anteriores.

2. La tercera Ley de Kepler anuncia que el cuadrado del periodo de traslacion de
un planeta respecto al sol es:

11.1. PRESENTACION DE LA ENCUESTA
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a- Directamente proporcional al cuadrado de la distancia e inversamente pro-
porcional a la masa del mismo.

b- Directamente proporcional a la masa por el cubo de la distancia media al sol.

c- Directamente proporcional al cuadrado de la distancia por 2 pi.

d- Ninguna de las anteriores.

En cualquier cambio que se produzca en la naturaleza, la suma de las acciones
gastadas en este cambio serd lo mas pequena posible. Esto fue enunciado por:

a- Pierre Louis Moreau de Maupertuis.

b- Joseph-Louis Lagrange.

c- William Rowan Hamilton.

d- Ninguna de los anteriores.

La ecuacién de Euler-Lagrange en funcién de las coordenadas generalizadas nos
permite contar con un sistema analitico para obtener las ecuaciones que des-
criben el comportamiento fisico de las particulas. Lea atentamente y marque la
opcién que le parezca correcta.

a- Las coordenadas generalizadas del sistema solo expresan distancias y depende
del sistema de coordenadas utilizado.

b- Al no ponerse de manifiesto el caracter vectorial en dicha expresion es inva-
riante bajo cambios de coordenadas.

c- Como la funcion lagrangiana depende de las coordenadas generalizadas, las
velocidades generalizadas y el tiempo, una derivada con respecto a ¢; afecta
directamente a la ¢;

d- Ninguna de las anteriores.

11.2. CONSIGNA
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5. El concepto de “persistencia del movimiento” elevado por Newton como primera
Ley de la Dinamica o Principio de Inercia, se rige bajo el concepto de:

a- Gottfried Leibniz.
b- Aristoteles.
c- Kepler.

d- Ninguna de las anteriores.

6. Sabiendo que el factor de proporcionalidad v toma valores dependiendo de la
velocidad “v” con la que se mueve un sistema de referencia respecto al otro. Si
el valor de v (velocidad) es igual a cero. Significa que:

a- Los dos sistemas son el mismo y por tanto las coordenadas también han de
coincidir.

b- El valor de gamma tiende a infinito.
c- Obtenemos un factor de proporcionalidad complejo.

d- Ninguna de las anteriores.

7. Einstein propuso que la masa de un cuerpo es una de las distintas formas en
que se manifiesta su contenido energético. Esto significa que:

a- En un sistema aislado se conserva la energia por un lado y la masa por otro.

b- Se conserva la energia que proviene de la masa en reposo de la particula, lo
que es el equivalente a Ej, = moc?.

c- Se conserva la suma de la energia mas el equivalente energético de la masa.

d- Ninguna de las anteriores.
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8.

10.

La discrepancia observada en las curvas de rotacién galactica y la prediccién
de Newton-Kepler si suponemos que hay una masa central dominante con el
material luminico observado puede deberse a:

a- Un exceso de cantidad luminica producto de la gran cantidad de estrellas.
b- La fuerte gravedad observada por la masa central dominante.

c- La presencia de masa gravitatoria que no se manifiesta a través de las otras
interacciones.

d- Ninguna de las anteriores.

La Ley de Hubble-Humason expresa que el universo se esta expandiendo y la
velocidad a la que se estan alejando las galaxias es proporcional a la distancia
entre ellas, esto significa que las que estan mas lejos se alejan mas rapidamente.
Esto se debe a que:

a- Las galaxias mas lejanas poseen mayor velocidad dado que el efecto gravita-
torio sobre estas es menor y por tanto tienden a moverse mas rapidamente.

b- Las galaxias que estan mas alejadas adquieren mayor velocidad debido que
el radio vector que une la posicion relativa de cada galaxia es mayor.

c- En el universo se expande el espacio tiempo y las galaxias se estan alejando
entre ellas sin moverse.

d- Ninguna de las anteriores.

Contforme el Universo se expande, la densidad espectral del fondo de radiacion
se va corriendo al rojo lo cual nos permite determinar tanto la constante de
Hubble como la edad del Universo, esto sucede debido que:

a- Disminuye la temperatura, reduciendo la energia de los fotones aumentando
sus longitudes de onda.

b- Aumenta la temperatura, lo que produce un aumento de energia de los foto-
nes aumentando también sus longitudes de onda.
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11.

12.

13.

c- La temperatura aumenta debido a que es inversamente proporcional a la lon-
gitud de escala del universo.

d- Ninguna de las anteriores.

El parametro de densidad de universo €)(t) esta relacionado con la curvatura K
del universo, la constante de Hubble H y el factor de escala a(t) siendo:

a- Directamente proporcional a la constante de curvatura del universo y al fac-
tor de escala.

b- Inversamente proporcional a la constante de Hubble y directamente propor-
cional al factor de escala.

c- Inversamente proporcional a la constante de curvatura del universo y direc-
tamente proporcional al factor de escala al cuadrado por la constante de Hubble.

d- Ninguna de las anteriores.

Haciendo referencia a la materia oscura, podemos decir que:

a- Es oscura porque presenta una completa absorcion de la luz y a su vez tiene
masa, por lo tanto, interacciona con la gravedad.

b- Es neutra e interacciona con la gravedad, pero no con la radiacion.

c- Es neutra porque no posee carga eléctrica y ademas no interacciona ni con
la luz ni con la gravedad.

d- Ninguna de las anteriores.

La densidad media de materia del universo determina si continuara expandién-
dose o no. La densidad critica es la densidad de materia requerida para que la
gravedad detenga el proceso de expansion del universo. ;Qué ocurrirda con el
universo con una densidad de materia muy baja (menor que la densidad criti-
ca)?.
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14.

15.

16.

a- Colapsaré.
b- Se quedaré estatico.
c- Se expandird por siempre.

d- Ninguna de las anteriores.

Segtin la teoria de la relatividad general, la gravedad es considerada como:

a- Una fuerza que atrae a cualquier cuerpo al centro de la tierra o de cualquier
otro cuerpo celeste.

b- Una aceleracién cuyo valor es de 9,81m/s* y que interacttia en todos los
cuerpos por igual independientemente de su masa o tamano.

c- Una manifestacion de la curvatura del espacio-tiempo siendo esta curvatura
provocada por la presencia de materia.

d- Ninguna de las anteriores.

Los sucesos que estan situados en zonas del espacio-tiempo que no tienen re-
lacion de causalidad con la nuestra y que puede representarse graficamente
mediante el cono de luz. Se dice que pertenecen a la:

a- Region tipo Luz.
b- Region tipo Espacio.
c- Region tipo Tiempo.

d- Ninguna de las anteriores.

Se trata de una variedad de cuatro dimensiones y curvatura nula e isomorfa,
en la cual 3 dimensiones son espaciales y una temporal, de manera que todas
juntas sirven para representar el espacio-tiempo. Estamos hablando de:
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17.

18.

19.

a- El Espacio-Tiempo de Minkowski.
b- Tensor meétrico.
c- Curvatura intrinseca de una variedad.

d- Ninguna de las anteriores.

La masa de un nticleo de helio es menor que la suma de las masas de sus com-
ponentes (2 protones y 2 neutrones), este fenémeno se debe a:

a- La energia no siempre se conserva.

b- La diferencia la energia que se libera en un proceso de fusion nuclear debido
a la energia de ligadura entre los nucleones.

c- Las masas deben ser iguales y el error es producto de una medicién errénea.

d- Ninguna de las anteriores.

Qué entiende por tensor energia impulso T},

a- Representa la geometria del espacio-tiempo alrededor de un cuerpo esférico
aislado y estatico.

b- Es una métrica arbitraria definida sobre un espacio euclideo.
c- Es el flujo de cuadrimomento p, a través de una superficie z, constante.

d- Ninguna de las anteriores.

Al trabajar en coordenadas curvilineas y al pasar de un punto a otro, los vec-
tores tangentes a las lineas coordenadas usados como base no coincidiran de un
punto a otro y es necesario evaluar su variacién. En general los vectores “base”
no sélo dependen de un punto y por lo tanto es necesario especificar cémo se
“conectan” los vectores en diferentes puntos. Esto se hace por medio de una
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20.

21.

conexion que implica a:

a- El tensor de Ricci.

b- El tensor de Riemann.

c- Los simbolos de Christoffel.

d- Ninguna de las anteriores.

Las ecuaciones de Maxwell son locales y muestran que los campos eléctrico y
magnético satisfacen la ecuacién de onda validando el concepto de ondas elec-
tromagnéticas, luego de esto se acepta que la luz es un tipo particular de onda
electromagnética. La primera ecuacion de Maxwell que da al equivalente eléc-
trico de la Ley de Gauss nos dice que:

a- El flujo del campo eléctrico a través de una superficie abierta es proporcional
a la carga total encerrada dentro de la superficie.

b- El flujo del campo eléctrico a través de cualquier superficie cerrada es igual
a cero.

c- La divergencia del campo eléctrico es proporcional a la densidad volumétrica
de carga eléctrica siendo éstas las fuentes escalares de dicho campo.

d- Ninguna de las anteriores.

Que la divergencia del campo magnético sea cero implica la no existencia de
monopolos magnéticos, es decir, hasta entonces no hay ninguna evidencia expe-
rimental de su existencia. Esto significa que:

a- El flujo magnético neto a través de cualquier superficie cerrada siempre es
cero, no existe un equivalente magnético de una carga eléctrica y por lo tanto
no posee fuentes ni sumideros.

b- Las lineas el flujo magnético a través de cualquier superficie cerrada da como
resultado fuentes escalares de campo.
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22.

23.

24.

c- Existen fuentes y sumideros para los campos magnéticos como en el caso de
los campos eléctricos.

d- Ninguna de las anteriores.

EI campo de inducciéon magnético H a lo largo de una curva C alrededor de un
conductor con una corriente j no es igual al flujo de la corriente pasando por la
superficie S si dicha superficie S pasa entre las dos placas de un condensador. Es-
to conduce a la Ley de Ampere-Maxwell y da lugar a un término conocido como:

a- Corriente de conduccion.
b- Densidad de corriente superficial.
c- Corriente de desplazamiento.

d- Ninguna de las anteriores.

Cualquier simetria diferenciable, proveniente de un sistema fisico, posee su co-
rrespondiente ley de conservacién. jA quién se le atribuye este teorema?

a- Isaac Newton.
b- Emmy Noether.
c- Albert Einstein.

d- Ninguno de los anteriores.

Dado que los relojes involucrados entre un satélite y un receptor se mueven en
las observaciones uno respecto del otro, la velocidad relativa entre sendos relojes
(receptor-satélite) produce un efecto que hace que los relojes de los satélites se
atrasen respecto del reloj del receptor (o que disminuya su frecuencia). Este es
un efecto previsto por:

a- La teoria de la relatividad especial.
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25.

26.

27.

b- La teoria de la relatividad general.
c- La teoria de la relatividad especial y general.

d- Ninguna de las anteriores.

Debido a que el potencial gravitatorio en los satélites es menor que en la super-
ficie de la Tierra (producto de la distancia), se produce un efecto que hace que
se adelanten los relojes de los satélites respecto a los relojes del receptor. Este
efecto es previsto por:

a- La teoria de la relatividad especial.
b- La teoria de la relatividad general.
c- La teoria de la relatividad especial y general.

d- Ninguna de las anteriores.

Cuando se desea transmitir algiin tipo de informacién de forma satelital, debe
tenerse en cuenta que la senal electromagnética viaja a la velocidad de la luz.
Por lo tanto, si queremos evaluar los potenciales en un tiempo t en una cierta
posicién r, en el cual el “mensaje” fue enviado. Lo que realmente importa es:

a- El estado de la fuente en el primer instante ¢, (tiempo inicial).
b- Su condicién en un cierto tiempo anterior ¢, (tiempo retardado).
c- Es indistinto dado que ambos tiempos ty y ¢, son iguales.

d- Ninguna de las anteriores.

Cuando estudiamos los campos asociados a cargas puntuales méviles debidos a
potenciales retardados, notamos que en las expresiones de dichos campos apa-
recen términos que decrecen con el inverso a la primera potencia de la distancia
(fuente-campo) y tenemos otro que decae con el inverso cuadrado de la distancia
(fuente-campo). ;Cuél es el término asociado al “Campo de radiacién”’
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28.

29.

30.

a- El que decrece a la primera potencia de la distancia (fuente-campo).
b- El que decrece con el inverso cuadrado de la distancia (fuente-campo).
c- Ambos pertenecen al campo de radiacion.

d- Ninguna de las anteriores.

Dado que los campos eléctrico y magnético generados por una carga puntual
son siempre perpendiculares entre si y, ademas, perpendiculares al vector que va
desde la posicion retardada hasta el punto de evaluacién del campo. Se puede
obtener uno campo a partir del otro mediante:

a- El producto vectorial entre ambos campos.
b- El cociente entre uno de ellos y la Impedancia intrinseca de la onda.
c- El algoritmo de calculo que relaciona a dichos campos.

d- Ninguna de las anteriores.

El vector de Poynting generado por el aporte de los campos eléctrico y magné-
tico debido a la radiacién emitida por un dipolo eléctrico (en nuestro caso), nos
da informacion acerca de:

a- La region del espacio en la que interactua la fuerza eléctrica.
b- La intensidad de la onda electromagnética generada por el campo E y H.

c- La direccion del flujo de energia o energia transferida por unidad de éarea y
de tiempo de la onda electromagnética.

d- Ninguna de las anteriores.

. Coémo sera la variacion relativa de frecuencias debido al efecto conjunto re-
sultante entre la velocidad que érbita un satélite y su posicion en el campo
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gravitatorio si reubicamos el satélite a una altura notablemente mayor?.

a- La variacion de frecuencias serd mayor.

b- La variaciéon de frecuencias serda menor.

c- No influiria en lo absoluto.

d- Ninguna de las anteriores.
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11.3. Resultados

Para obtener los resultados del impacto generado por el trabajo de tesis, se eligie-
ron las respuestas de 6 de los participantes en funciéon de las siguientes especialidades:
4 de Ingenieria 'y 2 Docentes de escuela segundaria:

A continuacién, se presenta un grafico que hace referencia al puntaje obtenido por
cada uno de los seis participantes elegidos y el promedio total, de este modo, evalua-
mos el impacto producido por el trabajo de tesis.

Resultado de la Encuesta

IE IEM 1 IF PROF. | PROF. Il PROMEDIO

Figura 11.1: I: Ingenieria, E: Electrénica, EM: Electromecénica, QQ: Quimica, F: Fe-
rroviaria, Prof. I, II: Profesores de escuela secundaria de Matematica y Fisica

Por otra parte, el trabajo de tesis seguira siendo distribuido como material de consulta
sobre los temas de la fisica contemporanea tratados en la tesis con el fin de promover
el interés de aquellos profesionales y estudiantes que estén dispuestos a enriquecer sus
conocimientos en el area tratada.

11.3. RESULTADOS
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11.4. Conclusiones

Los resultados obtenidos por parte de los participantes encuestados pusieron cla-
ramente de manifiesto el interés por intentar comprender nuevos conceptos referidos
a la fisica contemporanea y la ingenieria y, al mismo tiempo, la responsabilidad y
dedicacion por parte de ellos.

Tuve como objetivo llegar a las distintas ramas de la ingenieria y, en particular, a
aquellas que de alguna manera tienen maés relacion con los contenidos vistos. Tras el
analisis de los resultados, se pudo observar que el impacto producido ha sido muy
satisfactorio dado que demostraron haber comprendido el 80 % de los temas expues-
tos lo cual, haber llegado con este mensaje de la Fisica Contemporanea a docentes,
ingenieros y estudiantes de ingenieria los que usualmente no son abordados durante
su formacion y que sin duda deberian ser incorporados, fue ciertamente gratificante.
Por lo tanto, este resultado nos anima a difundir aun mas el texto de la tesis entre
los los estudiantes y profesores de ingenieria.

Esta planificado difundir esta monografia y ponerla a disposicién en una pégina web
de la UNIVERSIDAD TECNOLOGICA NACIONAL de manera que esté al alcance de
aquellos interesados que deseen tener contacto con la fisica contemporanea.

Dado que los lectores han manifestado interés en el agregado del glosario ya que les
facilité la lectura, se preve seguir incrementando y enriqueciendo el vocabulario y
terminologias utilizadas con el fin de suavizar la lectura y mejorar el entendimiento.

11.4. CONCLUSIONES
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12.1. Experiencias

En primera medida, quiero reconocer el impacto recibido a nivel personal luego de
haber finalizado esta etapa correspondiente a los estudios de posgrado de la Maestria
en Fisica Contemporanea. No cabe dudas que, segiin mi més humilde apreciacion, el
paso por la UNIVERSIDAD NACIONAL DE LA PLATA me ha brindado la posibilidad
de ver el mundo con otros ojos y de comprender de otra manera los fenémenos de la
naturaleza en los cuales estamos inmersos, potenciando y enriqueciendo la base en la
que sustento las materias que enseno como docente.

12.2. Impacto

La elaboracion de este trabajo ha despertado en mi la motivacion de seguir traba-
jando sobre los topicos de la Fisica Contemporanea y sus aplicaciones, expandiendo
en conocimientos sobre temas no tratados en este trabajo como la Mecanica Cuén-
tica y la Fisica de la Materia Condensada ya que tienen claramente un sin fin de
aplicaciones en el campo de la ingenieria.

12.3. Motivacidon

Todo este desarrollo promovié en mi el incentivo a seguir estudiando y aprendien-
do nuevos conceptos de la fisica contemporianea, mas precisamente, profundizando
cuestiones relacionadas con la Fisica Teoérica en el campo de la Electrodinadmica, la
Relatividad General y la Mecanica Cuantica.
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